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Azarbaycan! Azarbaycan!

Ey gahreman évladin sanh Vatani!
Sandan 6tri can vermaya cimls haziriz!
Sandan 6tri gan tékmaya cimla gadiriz!
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Sine‘ ustmakan!
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Sanl Vatan! Sanli Vatan!
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1 ) Coxhadlilor

J

* Coxhadlinin ¢oxhadliya boliinmoasi

* Qaliq haqqinda teorem

* Coxhadlinin vuruglar1 haqqinda teorem
* Rasional koklorin tapilmasi

* Cobrin osas teoremi

* Coxhadli funksiya

* Rasional funksiya

Riyazi liigat
¢ n daracali goxhadli ¢ Qaliq haqqinda teorem
¢ Boliinon, bolon, gqaliq ¢ Coxhadlinin vuruglar
¢ Budaqli bolmo 4 Rasional koklar
¢ Sintetik b6lma ¢ Coxhadlinin koklori

Bunlar maraqhdir!

1048-1131-ci illords yasamis Omor Xoyyam
riibailor ustadi kimi diinyada moashurdur.
Lakin Omoar Xoyyamin adi hom do dahi
riyaziyyatcilarmn adi ilo yanasi ¢okilir. Omar
Xoyyam ilk dofo p >0, ¢ > 0 hali
iiclin flx) = x> — px — g kub ¢ox-
hadlisinin koklorinin handasi iisulla

tapilmasini vermisdir. v ‘i .
Coxhodlini ikihadliyo tik ®0lmo
qaydasimi ilk dofos itdlyan rigaziyyatcigi Paolo Ruffini (1765-1822) vermisdir.

. Belinomoqrafiyanin osasinda
roqrami ils goxhadlinin kdklorinin
rilmasi durur.




Coxhadlinin ¢coxhadliys boliinmasi

Masala. Hadiyys qutularinin hacmini (kub santimetrlo)
V(x) =x*+ 7x? + 14x + 8 funksiyasi1 ilo modellosdirmok
olar, burada x miisbat tam adaddir vo 5 < x < 15.
Qutularin hiindiirlityii 4(x) = x + 1 xotti funksiyasi ilo
miloyyan edilirsa, digor dl¢iilorini ¢oxhadli soklindo neco
ifado etmok olar? Siz bu maosaloni coxhadlini coxhadliys bolma gaydasini

Oyronmaklo hoall eds bilarsiniz.
Arasdirma. Coxraqomli adadlori budaqli b6lme qaydasinin ¢goxhadliyo totbi-

qini aragdirin.

552017 x2+6x+11|x+3

51 132 - X2+ 3x x +3
» 3x+ 11
34| 3x+ 9
8 2

a) Hor iki hal ti¢lin boliinon, bélen, gismat, qaliq anlayislarina uygun adadlori

va ¢oxhadlilari togdim edin.

b) Coxhadlini bdlorkon qismotds yazilan ilk hadd neco miioyyon edilmisdir?
Coxrogomli adadlorin boliinmasi ilo oxsar va forqli cohatlori hansilardir?

c¢) Hor iki bolmo omalinin diizgiin yerins yetirildiyini neco yoxlayardiniz?

P(x)= a.x"+ a1 x"" '+ ...+ aix + aoifadosino n doracali birdoyisonli
coxhadli deyilir. Burada x dayison, an, dn 1,..., a1, a0 miioyyan adadlordir
vo an# 0. a» x" bas hadd, a, bas amsal, ao sorbast hadd adlanir.

Tam odoadlori budagli bélmo qaydasina oxsar qayda ilo ¢oxhadlini
coxhadliys bolmak olar.

Tam oadadlori bolma omalini
Boliinon = qismat x bolan + qaliq

barabarliyine gors yoxlayiriq. Coxhadlini ¢oxhadliys bolma omali ii¢lin do

Q(x), qaliq R(x) olduqda

B(x)
borabarliyi dogrudur. Burada l( oracasi B(x)-in doracasindon
kigikdir.

Bolon x — m goklinds jkihodli old galiq miioyyon adad () ola bilor.

; PO =(x-m)Qx) +r
-m

c¢) Hollinizi yoxlaym.




Coxhadlinin coxhadliys boliinmasi

Holli: a) =22 —-4x+5|x-3 Hor bir bolma addiminda soldan
3 —3x2 X2+ x —1 baslayaraq boliinanin ilk haddi bolonin
bas haddina (bu halda x-2) boliiniir .
XX x

x> —4x

- x?-3x
S o1
T —x+3 Demali, 2 +x -1 qaliq
2 3_9y2
X —2x?—4x+5 Pt r_1+ ;
x-3 gismat X —

b) x —3 #0 vo yax # 3 olmalidir (oks halda sifira bolma alinir).

¢) Yoxlama: x3—2x2—4x+ 5= (x—3)(x>+ x — 1) + 2 eyniliyi 6donmalidir.
=x3+x?—x-3x>-3x+3+2
=x3-2x>—4x+5

Niimuna 2. 5x + 3x3 + 2x* — 1 ¢oxhadlisini x? — 2x + 2 ¢oxhadlisina boliin.

Holli: Boliinon ¢oxhadlini doyisonin doracasinin azalma sirasi ilo yazagq, isti-
rak etmayon doracali hadlari sorti olaraq 0 omsal1 ilo coxhadliys daxil edok.

2% + 334+ 062 + Sx— 1 2—2x+2 Hor bir bolma addiminda sol-
- dan baslayaraq béliinanin ilk
20t — 4x° + 4x? ¢ 2%2 + Tx +10 haddi bélanin bas haddina
73 — 4x2 + 5x (bu halda x*-na) boliiniir.

73— 14x2 + 14x

2x4 Ix3 10x2

102 -9x—1 2 g
10x2 - 20x + 20 R
I1x—21 22+ 7x +10

Oyranmo tapsiriglar

|L 1) Bolma omalini budaqli bélma ils yerina yetirin.
a) (2x2—-3x+6):(x—2) d(3yPtde-5:0-1
b) (2)*-572+3y-1):(y—4) e) (g2’ ¥ 222 +2):(z-2)
c) (4x+2x27x3+5):(x+3 x2—3): (2x+3)
2) Halli P(x) =Q(x) - B(x) ) bataborliyéno gors yoxlayin.

|& Coxhadlini x — 3 ikihadlisino b@ldliikdo flatamam qismatdo 2x? + 3x — 11
coxhadlisi, qaligda aliir. B6liinon ¢oxhadlini tapin.

|i Bir bolmo o + 9 ¢oxhadlisi boliinen, 2x — 3 ikihadlisi nata-
mam qismat, . Bolon ¢oxhadlini tapin.

|5. ¥ —x2=3x+ 6=(x—2)Q(x) olarsa, Q(2)-ni hesablaymn.
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Coxhadlinin coxhadliys boliinmasi

Praktik masgalo 1) 2x3 + 3x? — 5x + 7 ¢oxhadlisini x — 2 ikihadlisino
budaqli bolmoni arasdirin.

2) Hor bir bolmo addiminda boliinenin ilk haddi bdlonin bas haddina, x-2
boliiniir vo natico gismata yazilir. Ikinciden baslayaraq har bir bélmo
addiminda boliinanin ilk haddinin neco alindigini arasdirin vo toqdim edin.

28+ 3 -5x+T7(x-2
2x3 4x2 2x2+T7x+ 9

—(4x)=x2-(3+22) —5x

x2714x

—Sx—(—14x)=x" (54-2\7)_/9x+7
~N—_

Ox — 18

7—(—18)=7¥+§\—//25

Coxhadlini x — m ikihadlisina bolma iiciin sintetik qayda (Horner sxemi)

Coxhadlini x — m ikihadlisine bolorkon budaqli bolmays alternativ olan sin-
tetik bolmo gaydasindan da istifado edilir. Sintetik bolmado ¢oxhodlinin yalniz
omsallari istifads edildiyindon daha az hesablamalar aparmaq lazim galir.

Niimuna. 2x3 + 3x2 — 4x + 11 ¢oxhadlisini x + 3 ikihadlisino sintetik qayda ilo
boliin.

Hoalli: Boliinon ¢coxhadlinin amsallart hadlorin doracasinin azalma sirasina gora
st sotirdo yazilir vo istirak etmoyon dorocolar sifir omsali ilo daxil edilir.
Ikihadli x + m soklindo olduqda x — (—m) soklino gatirilir.

Bolon ikihadlini x + 3 = x — (—3) kimi yazaq. Demali, m = -3.

2x3+3x2—-4x + 11

ooy

m-in qiymoti — 3 | 2 3 4

Coxhadlinin amsallari

-3 |2 3 4 11

~ - ¢ yal omsalin (2-nin) m = —3-2 hasili (—6) ilo bolii-
M 3 naCoxhadlido 2-ci haddin amsalinin (3-iin) comi
gismatin 2-ci hoddinin omsalini (—-3-ii) verir.

sal (2)’oldugu kimi asagt satire yazilir.

3. Qismatin 2-ci omsalinin (—3-iin) m = —-3-0 hasili
(9) ilo boliinenin 3-cli amsalinin comi gismatin
3-cili omsalini (5-1) verir. Digor omsallarin mioy-
yon edilmasi oxsar qayda ilo davam etdirilir.




Coxhadlinin coxhadliys boliinmasi

Belalikls, boliinon P(x) = 2x3 + 3x> — 4x + 11, bolon B(x) =x + 3 olduqda
natamam qismot Q(x) = 2x?> —3x + 5 vo qaliq » =—4 olur.

Demoli, 2 3¢ —dx+ 1l _,, 3 45 __4
x+3 x+3

Umumi halda n doracali coxhadlini x — m ikihadlisino sintetik bolmo
qaydasi (vo ya Horner sxemi) asagidaki codvaldo verilmisdir.

an An-1 a ai ao
m L Jrm-b,,,l l +m‘bzl +m~b1 +m‘bol
4 A 4 A A

/ /
_
b= @n| buo=an1+m b1 |..~b1=axrt m-ba|bo=ar+m-bi|r=aot m-bo

Oyronmo tapsiriglar
|6. B&lmo amalini sintetik bolmodon istifade etmokls yerine yetirin.
Holli P(x) = (x — m) Q(x) + r barabarliyina gors yoxlayn.

a)(x?+3x+15):(x-5) d) (P —14x+8): (x+4)
b)x?+7x—-2):(x—2) e)(x* -9 +x+3):(x+3)
)P —4x+2):(x+2) ) (10x*+ 53 +4x2-9): (x+ 1)

|l Bolma amolini istadiyiniz tsulla yerina yetirin.

a) (¥ +3x2-3x-2): (x-1) c) (0 + 3y +10):(y +2)
P+22-Tt-2 mt+6m3+2m>—m+8
5) ) ¢ m+1

1 vo 4x + 1 ¢coxhadli-
omin ¢oxhadlini sin-

qaydadan neca istifado edo bilorsiniz?

31 -5 3 12
3 6 -9
1 2 3 3

10



Qaliq haqqinda teorem

Qaliq haqqinda teorem (Bezu teoremi)

P(x) ¢oxhadlisinin x — m ikihadlisino boliinmosindon alinan qaliq P(x)
coxhadlisinin x = m noqtesindoki qiymaotino borabardir.
P(x) = (x = m)Q(x) + P(m), r=P(m)

Isbati: P(x) = (x —m) - Q(x) + r baraberliyindo x = m yazsaq,
P(m) = (m —m) - Q(m) + r, buradan da » = P(m) alinir.

.. i Halli yoxlayagq.
Niimuna. Qaliq haqqinda teorema goro - 11x+9

P(x) =x3 — 11x + 9 ¢oxhadlisinin x + 4 ikihad- \ \ \‘
lisino boliinmasindon alinan qalig1 tapim.

Holli: x+4= x-—(—4)soklinds yazaq. —4 i 0-11 9

Demoli, m = —4. —4 16 20

Qaliq hagqinda teoremo goro qaliq % |1 4 5 @

F=P(-4) = (- 4) —11-(-4) + 9=

=-64+44+9=-11 olur. Y A+5 qallq
P(-4)=-11

Oyranmo tapsiriglar

m). Verilmis P(x) coxhadlisini x — m ikihadlisine sintetik qayda ilo boliin, alinan
galigi bu coxhadlinin P(m) qiymati ilo miigayiso edin.

aA)P(x)=2x*+4x+3; m=2 b)Px)=x*+x>—3x+9;, m=—4

c)P(x)=4x3+5x2—6x—-4;m=-2 d)Px)=x*+x*—2x+3; m=1
m. Qaliq hagqinda teorema gora verilon ¢oxhadlinin: 1) x —4; 2) x + 2

ikihadlisins boliinmasindan alinan qaligi miisyyan edin.

a)x3+3x2—-5x+2 b) 2x* + 5x — 2x* )33+ Tx2—2x-3

d) 3x3 +4x2— 19 e)8x?2—8x—5x*+3 ) xX¥*+xX3-5x2+2x-7
|12. Hérner sxemini totbiq edorok bolmo smolinfyerimyyetirin. Qaliq hagqinda

teorema gora hoallinizi yoxlayin.

a) (®+2x2-3x+9) : (x +@» -5x+4):(x-2)

b) (2y*+3y—»3 +5):(y— d)Q¥+38-£2+4): 2+
9 qiymatini tapin ki, qaliq 2 olsun.

(¥ +exl+x—-3):(x—2)
d)(ex*+3x+1):(x+3)

qaligsiz boliiniir?

11

— 5x? — 5x + ¢ ¢oxhadlisi x + 3 ikihadlisino



Qaliq haqqinda teorem

115,
|16.

17,

118,

120.

21.

k-nin hans1 qiymatindo 3x? + 6x — 10 ¢oxhadlisini x + & ikihadlisino
boldiikdo galiq 14 olar?

a) c-nin hanst qiymatindo P(x) =-2x3 + cx? — 5x + 2 ¢oxhadlisini hom

x =2, hom do x + 1 ikihadlisins boldiikds qaliq eyni olar?

b) P(x) = x* — 2x3 + ax — 7 ¢oxhadlisinin (x + 1)-o boliinmosindon alinan
qaliq 4 olarsa, a haqiqi adadini tapin.

Giilnar deyir ki, (x* + 1) : (x + 1) bdlmo amoalini sifahi yerino yetiro bilor
vo cavab (x* + 1)-dir. Giilnar dogru fikirlogir, yoxsa sohv? Fikrinizi
osaslandirin.

P(x) ¢oxhadlisi (x — 1)-9 qaligsiz bdliiniir, (x + 2)-yo bdliindiikds iso qaliq
3-5 barabar olur. Bu goxhadlini (x? + x — 2)-ya boldiikds alinan qaligi tapin.

Tatbiq tapsiriqlar:

. Verilon ¢oxhadli diizbucaqli paralelepipedin hacmini ifads edir. Paralele-

pipedin verilmayan tilini tapin.

a) V=3x>+8x2—-45x-50 b) V=2x3+17x>+40x + 25

x+1
xt+1
?
x+5 ? xt5

Kino va teatra illik xarclonan pul. 2000-ci ilden 2007-ci ilo gqodar sohor
ohalisinin kino va teatr iigiin xorclodiyi pulun mablogini (min manatla)

M = 0,3x° + 64x* + 824x + 4800 kimi, sohordoki shalinin (min noforlo)
sayini isd bu illor ticiin P = 0,2 x + 40 kimi p#od8losdirmak olar (x burada
2000-ci ildon baglayaraq kegan illorin s
illik kino vo teatr xarclerini;éster

miioyyan edin.
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Coxhadlinin vuruqlar: haqqinda teorem

Coxhadlinin vuruglar: hagqinda teorem

x dayisoninin P(x) coxhadlisini sifira ¢eviran qiymatino (yoni P(x) =0
tonliyinin koklorino) coxhadlinin kokii (vo ya sifirn) deyilir.
Teorem. m odadi P(x) coxhadlisinin kokiidiirss, x — m ikihadlisi P(x)-in
vurugudur.
Dogrudan da, P(m) = 0 olarsa, P(x) = (x — m)Q(x) + P(m) borabarliyin-
don P(x) = (x — m)Q(x) alnar.
Bu toklifin torsi do dogrudur, yoni x — m ikihadlisi P(x) ¢oxhadlisinin
vurugudursa, onda P(m) =0

Niimund 1. x — 1 vo x + 2 ikihadlilarinin P(x) = x* — x> — 5x + 2 ¢oxhadlisinin
vuruglari olub-olmadigini vuruqlar haqqinda teorema gors miioyyon edin.
Halli: P(x) = x* — x2 — 5x + 2 ¢oxhadlisinin qiymatini x = 1 vo x =— 2 oldug-
da hesablayagq:

x=1, x=-2,
P(H=DB-12-51+2=-3. P(-2)=(-2)y—-(2)*-5(-2)+2=0.
Demali, (x — 1) verilmis ¢oxhadlinin vurugu deyil, (x + 2) iso vurugudur.

Niimuna 2. f(-2) = 0 oldugunu bilorak, f(x) = x3—5x? —2x + 24 coxhadlisini
vuruglarina ayirin.

Halli: f(-2) = 0 oldugundan, x — (-2), yoni x + 2 ikihadlisi f(x) ¢oxhadlisinin
vuruglarindan biridir, digor vurugu sintetik bolmonin kdmayils tapaq.

X3 — 5x2 - 2x+ 24

R

-2 ‘1 -5 -2 24
X

) 14 24 X¥*=5x>-2x+2 +2)(x* — Tx+ 12)
1 -7 12 0
x2 — Tx+ 12=(x73)(x7g ug Z3k alsdq,
X3 —5x* - 2xt 24 2)(X — 3)(x— 4) olar.
Buradan askardupki oxhadlinin sifirlar1 x, = -2, x, = 3, x; = 4-dir.

Qeyd®gor P(x) FQ(x) soklinds gostarilirsa, burada Q(m) # 0,

m odoadi lisinin &k dofs tokrarlanan koktidiir.

Masalon, inin vuruglara ayrilist P(x) = (x — 2)* (x + 1) soklindadirsa,
x =2 adadi bu ¢oxhadlinin 3 dofs tokrarlanan kokiidiir.

13



Coxhadlinin vuruqlar: haqqinda teorem

Oyranmas tapsiriqlari
|L x — 1 ikihadlisinin verilon coxhadlilorden hansilarinin vurugu oldugunu
miloyyon edin.
3x3—x-3 23 —x?—3x-2 Xt =33 +2x?—x+1
xX3-3x2+4x -2 233 +4x?—5x -1 4t =233 +3x2-2x + 1
& k-nin hansi qiymatinde verilon ikihadli ¢oxhadlinin vurugu olar?
a)x>—x+k x+1 )Xl —x+k x-2
b)x*+kx—16, x-2 d)x¥P+4x2+x+k x+2
|i f(a) = 0 oldugunu bilarak, ¢oxhadlini vuruqglarina ayirin.
Dfx)=x>—12x2+12x +80; a =10 4)f(x)=x>—x2—21x+45;a=-5
2)f(x)=x>—18x* +95x - 126; a=9 5)f(x)=x>—11x2+ 14x + 80;a =8
3)f(x)=4x* —4x2—9x +9; a =1 6)f(x)=2x*+7x>—33x—18;a=-6
|i Tanliyin koklorindon biri verilmisdir.Bu tonliyi hall edin.
a)2x3-5x2+x+2=0; x=2 c) 2 -3x2-1lx+6=0; x=-2

3
b) 3x* +7x? = 22x -8 =0; x = —;— d) 1223+ 1632 —5x -3 =0; X =~ 5

|5. 1) Ugdoracali goxhadlinin kéklori x1, x2 vo x3 iso

asx >+ axx*taix + ao= as (x — x1)(x — x2)(x — x3) ayrilisina goro

az ai ao
X1txX2+txs=—— |, xotxtxxs=——", X1X2X3=——
as as as

oldugunu gostorin.
2) x*— 7x + 6 = 0 tonliyinin kokloari x1, x2, x3 olarsa:
a) X1+ x2+ x3 comini; b)xix2x3 hasilini tapin.

[6. a)x® —4x? + x + 6 =10 tonliyinin koklorini flx) = x* — 4x> + x + 6
coxhadlisini x + 1 ikihadlisina bolmakls tapin.

b) Sintetik bolmodon istifado etmoklo 12x3—lgdmg?—82x+ 2 1=0 tonliyinin

|l Vuruglar haqqinda teoremdan istifgdo et ) in ki, x + 1 ikihadlisi
P(x) = x» + 1 ¢oxhadlisin — 1 coxhadlisinin isa
vurugu deyil.
|§ a) 7-ci sohifodokigmosalods q
coxhadlilari

n digor Slgiilorine uygun tam amsalli

lelepied soklindoki akvariu-
3+ 14x2 + 63x + 90 diisturu
ifok olar. Ogar x + 6 ¢oxhadlisi ak-
ifiliyini ifado edirse, akvariumun &
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Rasional koklarin tapilmasi

Praktik masgala.

1. 15x% — 52x? — 23x + 6 = 0 tonliyini x-(15x? — 52x — 23) = —6 soklindo
yazin. Bu tonliyin tam kokiinlin(varsa) hansi adodin boloni olmasi zoruridir?
2. x = 3 adadinin verilmis tonliyin kokii oldugunu sintetik bolma ilo
yoxlayin. Tonliyin digor koklorinin £ vo — 5 oldugunu gostorin.

3. Tonliyin koklorini i; 2; -1 soklinds yazin. Bu kosrlorin surat vo

135
moxraclari verilmis tanlikdo hansi amsallarin bélanloridir?

Rasional koklor hagqinda teorem

Omsallar1 tam adadler olan P(x) = a, x" + an1x™' + . . . + aix + ao
¢oxhadlisinin rasional kokii varsa, bu kok
P sorbost haddin (ao-1n) boloni

kimidir.

q bas omsalin (a.-in) boloni

isbati. Tutaq ki, £_ixtisarolunmaz kosri tam amsalli P(x) ¢oxhadlisinin

kokiidiir: an (%)”Jr an_r(%)"_hr Lot arZ— +ao=0

Bu boraborliyin har iki torafini ¢”-o vuraq:
ap" + anap™'q t ...t apg™ +aoqg"=0
Sonuncu barabarlikde aog” haddinden basqa qalan biitiin hadlords
p vurugu oldugundan, aoomsali p-y9, a,p"haddindon basqa qalan hadlords
g vurugu oldugundan, a,omsali g-yo boliinmalidir.

Niimunoa 1. f(x) = 2x3 — 3x2 — 5x + 6 ¢oxhadlisinin rasional koklorini tapin.

Hoalli: Sorbast hodd 6, bas omsal 2-dir. pe { £1;+2;+3;+6}, ge { +1;+2} ol-
magqla b soklindo miimkiin odadleri yazaq: £1;42;+3;+6;+ 5 £ 3

q 2272
A1)=2-13-3-12-5-1 + 6 = 0 oldugundan, ¢oxhadlinin vuruqglarindan biri
x — 1 ikihadlisidir. Diger vurugu sintetik bolmgiiin ayils,

(2x* —3x2—5x + 6) : (x — 1) bolmo omaliniSeri oklo tapaq.

-1)-2x2 —x—-6)=
3)(x — 2) olduguna gors

233 —-3x2-5x+6
12 3 -5 6

| 2 -1 -6 xhadlinin koklori
x 12 -1 =6 X1 =, x3 =2 olur.
2x2 —x —

n'@msali £1 oldugda tam oamsalli goxhadlinin rasional
dodlor ola bilor.
omsalli ¢coxhadlinin tam kokii (varsa) sorboast haddin

15



Rasional koklorin tapilmasi

Niimuna 2. P(x) = x3 + x2 — 19x + 5 ¢oxhadlisinin koklarini tapin.

Holli: Coxhodlinin rasional koklori haqqindaki [m | 1 [ 1 |-19[ 5
teoremdon alinan noticoys gora verilmis ¢oxhadlinin [ 1 | I [ 2 |-17]-12
tam koki (varsa) 5-in bolonlori arasinda olmalidir. 1] 1]0}-19]24
Bunlar +5; £1 adadloridir. S| 1]6]il]60
Sintetik bolmani qisa sokilds yazmagqla bu adadlorin =11 ij Qixhgdloimn
coxhadlinin kokii olub-olmadigini yoxlayaq. Kokiidir.

X¥+x2-19x+ 5 =(x+5)(x*—4x + 1) oldugundan
x> —4x + 1 = 0 kvadrat tonliyini hall etsok, digor koklori tapariq: 2 + \3

Demali, verilon tigdaracali coxhadlinin ti¢ kokii var: —5; 2 — V3 32+ \3
Diqgat! Ogor ¢oxhadlinin amsallari rasional adadlor olarsa, P(x) = 0 tonliyinin

rasional koklorini tapmagq ti¢iin avvalca tonliyin hor iki torofini elo (sifirdan
forqli) adoads vurun ki, biitliin amsallar tam adada ¢evrilsin.

Masalon, P(x) = 2Lx3 - %xz - % X +% ¢oxhadlisinin koklorini tapmaq
iclin ZLXS - ?lxz - %x +%= 0 va ya onun biitiin hadlorini 12-ys vurmaqla

alian 6x° —4x? — 21x + 10 = 0 tonliyini hall etmok lazimdir.

Coxhadlinin rasional koklorini axtararkon asagidaki addimlar1 yerino ye-
tirin.

1. Surati sarbast hoddin, moxraci bas amsalin bdloni olmagla biitiin miim-
kiin kasrlor ¢oxlugu yazilir.

2. Bu adadlordon ¢oxhadlinin qiymatini sifira geviranlori yoxlayib segmoklo
¢oxhadlinin kokii olan m adadi, yoni ¢oxhodligmmgaligsiz boliindiyii x — m
ikihadlisi miioyyon edilir.

digor vuruq miioyyon ediling®
4. Digor vuruq kvadrat ii¢ i uRtosor vurma diisturlart ilo
vuruglarina ayrilan ¢oxh:
digda sintetik bol ayiasi ¢o linin biitliin xatti vuruqglar: tapilana
godor davam

k1 odadlorin heg biri goxhadlinin sifir1 olmaya
oxhadlinin rasional kokii yoxdur.
x*+ x + 1 ¢oxhadlisinin rasional kokl £1 ola bilar.
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Rasional koklorin tapilmasi

Oyranma tapsiriqlar

19.

|10.

|12.

|13.

—1; 1; =2; 2 adadlorindon hansinin verilmis ¢oxhadlinin kokii oldugunu
miiayyan edin. Sintetik bdlmonin komayile ¢coxhadlini vuruqlarina ayirin
va digor koklari tapin.

a) f(x) =x3+ 7x> — 4x - 28 d) f(x)=4x3 - 5x>—-Tx+2
b) f(x) =6x>— 19x2 + 15x -2 e)f(x)=x*+3x*—Tx>—27x— 18
) f(x)=2x3+11x>-Tx—-6 )f(x)=x*—7x3+11x2+ Tx— 12

Sintetik bolmadon istifado etmoklo gostorin ki, 5 odadi
x*—4x3 — 9x? + 16x + 20 = 0 tonliyinin kokiidiir vo bu tonliyi hall edin.

. Rasional koklori tapma qaydasini totbiq edarak tonliyi hall edin.

a)2x3-5x>-4x+3=0 b)3x3—4x2+17x+ 6=0

Bas haddinin amsali ¢ = 2 olan ligdaracali P(x) ¢coxhadlisi {igiin
P(-2) =P(1) = P(2) = 0 oldugu malumdur. Coxhadlinin vuruqlara ayrilis
soklini yazin.

[f) =200+ 3228 + 3
fx) = 2x3 + 3x? — 8x + 3 funksiyasinin qrafiki \
sokildo gostorildiyi kimidir.

Qrafiko goro funksiyanin sifirlarini miioyyon
edin. Rasional kokiin tapilma qaydasindan vo sin-
tetik bolmadon istifade etmaklo do sifirlar: tapin,

grafike goro yoxlaym.

b) Iki doraceli P(x) = x2 +4;
X2 Hx+3=0,(x+ 1)(x

nliyinin tokrarlanan koklor nazars alinmagqla bes
=3, x3=x=xs=-1

tapin.
3) Istonilon goxhadlinin daracesi ilo kdklarinin say1 berabardirmi?
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Cabrin asas teoremi

n daracali goxhadlinin # sayda kokii olduguna aid daha bir niimunoaya baxagq.

Niimuna . P(x) =x*— 6x3 + 14x> — 14x + 5 ¢oxhadlisinin biitlin koklarini
tapin.

Holli: Verilon ¢oxhadlinin rasional koklori (varsa) +1, +5 adadloari ola bilar.
Yoxlayaq:

P(1)=14-6-13+14-12-14-1+ 5= 0.
xt— 6x3+ 14x2—-14x+ 5

Demali, x=1 verilon P(x) ¢oxhadlisinin
1 /1 -6 14 -14 5

kokiidiir. Diger vurugu sintetik bolmo

kokiid y 1 5 9 -5
ilo miisyyan edok. ‘ 1 5 9 5 0
P(x) = (x — 1)(x® — 5x2 + 9x — 5) xX3— 5x2+9x — 5

ifadasindo (x* — 5x? + 9x — 5) vuruguna

yenidon rasional kokler haqqinda teoremi vo sintetik bolmaoni totbiq etsok,
XB=5x2+9%-5=(x-1) - (x*—4x+5); P(x)=(x— 1)*(x>—4x + 5) olar.
(x — 1)?(x*> —4x + 5) = 0 tonliyini hall edok:

(x—1)>=0; x1=x2=1 (2 dofs tokrar kok);
X—4x+5=0;x=2+V4-5=2%i

Koklor: xi=x2=1, x3=2+i,xa=2—1i

Baxilan ntimunslords # daracali tonliyin tokrarlanan koklor daxil olmaqla
n sayda kokii (haqiqi vo ya kompleks) oldugunu gordiik.

Cabrin asas teoremi (Qauss teoremi)

Teorem. Daracosi sifirdan boyiik olan istonilon ¢oxhadlinin kompleks adod-
lor coxlugunda on az1 bir kokii var.

P(x)= anx"+ an1x"" '+ ..+ aix + ao doroc an boyiik kompleks
amsalli coxhadlidirsa, cobrin asas teorem on azi bir 1 koki
var. Vuruglar haqqinda teorefh g0 Qi(x) alarig. Burada

Q1(x) coxhadlisi n —1 daracalidi = 1(x) =an; n—1>0 olarsa,
yend homin teoremo gors in on azi bir koki var vo bunu 72
ilo isara etsok, Qi(x)
coxhadlidir. Denggli — 12)Qa(x) ayriligini yaza bilorik.

, Q2(x) = an; n—2 > 0 olarsa, homin teorema

n az1 bir kokii var vo bunu 73 ilo isars etsak,

P(x) = (x — r1)(x — r2)(x — r3)Qs(x) yaza bilorik.
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Cabrin Jsas teoremi

Prosesi n dofs aparsaq, nohayat, Q.(x) = a.olar. Onda P(x) ¢coxhadlisinin
Px)=@x—-r)x—r)x—r3)...(x—ra)an

kimi ayrilisin1 yaza bilorik, burada 71, 72, . . ., » adadlori P(x) coxhadlisinin
kokloridir. Bu koklor miixtalif olmaya bilor.

Natica. n doracali (n > 1) coxhadlinin kompleks adodlor coxlugunda tokrar-
lanan koklar da daxil olmaqla » sayda kokii var.

Qeyd edok ki, a + bi kompleks adadi hoqiqi omsalli coxhadlinin kokiidiirso,
onda qogma kompleks a — bi adadi do bu ¢oxhadlinin kokiidiir.

Ixtiyari hogiqi emsalli coxhadli bas amsalla hagiqi koklora uygun (x — r)

kimi xatti vuruglarin vo qosma kompleks koklora uygun (x*+ px + ¢) kimi

kvadrat tichadlilorin hasili soklinds gdstorilas bilar.

Buradan belo naticoya golmok olar ki, omsallar1 haqiqi adadlor olan tok

daracali coxhadlinin haqiqi kokii homiss var.

Niimuna. Bas haddin amsali 2, koklari 3 va 1+ i olan an kigik daracali

haqiqi amsalli goxhadlini vuruqlara ayrilmis sokilds yazin.

Holli: 1+ i adadli ¢oxhadlinin kokiidiirse, onda 1—- i qogsma kompleks adadi

do ¢oxhadlinin kokiidiir. Onda axtarilan ¢oxhadli

Px)=2(x-3)x—-1-)x -1+ )= 2(x-3)[(x— 1)’ - )] =

=2(x — 3)(x* — 2x + 2) soklinds yazila bilor.

Oyranms tapsiriglar
M, Coxhadlilnin vuruglara ayrilis1 verilmisdir. Coxhadlinin kdklorini yazin,
doracosini miioyyan edin.

a) P(x) = (x = D(x = 1)(x + 2) d) P(x) = (x +2)’(x - 2)
b) P(x) = (x = 1)’ (x —4)? — 4P =3)(x 1)
¢) P(x) = (x + 2)(x — )x + } Tx+4)(x +8)

|L5. Verilon koklorine goro coxh@@hini oRlorini tapin.
a) P(x) =x3 + 9x2 + 24x
b) P(x) = x3 — 4x2

c) P(x) =2x3
d) P(x) = x*+
|1_6. Tonlggi holl edi.
a) DL —5x—30=0 c)x3—-8x+8=0
b) x*—22x +24=0 d)x*—9x2+20=0
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Cabrin asas teoremi

|1_7. Coxhadlilorin koklorini tapin. Hansi grafikin hansi coxhadliys uygun

o]

l18.

|19.

120.
l21.

2.

123.

oldugunu miioyyon edin.

fX)=x3+2x2—x -2 gx)=x*-3x+2 h(x) =x3 — x> +2
a) iy b) AV c) ] A
/N 3
/
[N\ o
T T T
| / / /
Y 4 y
Tonliyi hall edin.
a)x’—19x+ 30=0 d)2x—10x2+12x—-4=0
b)x*-7x-6=0 e)xt—2x3—5x>-8x+4=0
c)2x3-5x2+1=0 Hxt+2x3-2x2+2x-3=0

Horner sxemini ardicil totbiq edorok:

a) x = 1 adadinin x* — 3x + 2 ¢oxhadlisinin;
b) x = -2 adadinin x* + 3x* — 4 ¢oxhadlisinin
ne¢d dofo tokrarlanan kokii oldugunu tapin.

X3+ 2x? + ax — 6 = 0 tonliyinin bir kokiiniin x = -2 oldugunu bilorok a-n1
tapin va tonliyi hoall edin.

1) Sadolosdirin: a) 7°; b) 77; o), )i e)(1+i).
2) Coxhadlinin koklorini yazin:
a)P(x)=x>+1; b)P(x)=x*—1; ¢c)P(x)=x°—1

a) Koklorindon biri 3 — 2 olan tam omsall1
yazin.

hansi kvadrat {ichodli

birinin x? — 4x + 13 oldug

¢) a va b bondlarindoki ini imumilogdirilmis tokliflo
yazin.
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Cabrin 3sas teoremi

Tatbiq tapsiriqlar:

Niimuna: Lunaparkdaki siirot karuselinin kabinasinin sifir saviy-
yosindon hiindiirlityliniin (metrlo) doyismosini horokatin ilk 5
saniyosi arzindos /(7)) = 2£ — 9 + 3¢ + 14 funksiyasi ilo modellos-
dirmok olar. Horokoto basladigdan 5 saniys orzindo hansi anlarda §
karuselin kabinasi sifir soviyyasindo olmusdur?

Hoalli: A(¢)-nin sifira borabar oldugu anlardan basqa qalan hallarda karuselin
kabinosi sifir soviyyoesindon ya yuxarida, ya da asagida olmusdur. Demoali, biz
verilon ¢oxhadlinin koklorini tapmaliy1q. Rasional koklori axtarma qaydasin-
dan istifads edok.

1. Koklordon birinin —1 oldugunu yoxlayaq.
h(=1)=2(-1=-9(-1)2+3(-1)+14=-2-9-3+14=0

2. Koklordan biri —1 oldugundan # +1 verilon ¢oxhad- -1 ‘ 2 9 3 14
linin vurugudur. Sintetik bélmo ilo digor vurugu -2 11 -14
miioyyan edok. x[2-11 14 0

h(t) =26 =92 + 3t + 14 = (¢t + 1)(2¢2 — 11t +14),
ifadosindo 2¢2 — 117 +14 = (¢ — 2)(2¢ — 7) oldugunu

h(t) =27 — 92 + 3t +14 ‘

nazaro alsaq, 4(¢) = (¢ + 1)(¢—2)(2¢t—7) olar. Demali 40 !

h(t) coxhadlisinin koklori 61 =—1, , =2, t3 = 3,5-dir. f
t»=2,=23,5 anlar horokoto basladigdan sonrak1 ' n/ iy

5 saniyo arzindadir vo bu anlarda karuselin kabinasi | IR
sifir soviyyasindo olmusdur. Qrafkalkulyatorla 1 /5
qurulmus grafik do ¢oxhadlinin tapilmis koklorinin | ¥

dogrulugunu gostorir.

|£l. Idman koynoklori istehsal edon sirkotin mofifootinl

n =1 oldugda bu odadlor haqqinda hansi fikri s6ylomak olar?
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Coxhadli funksiya

Coxhadli funksiyanin qrafiki

Coxhadli funksiya standart sokilds f'(x) = awx"+ a, 1x" ' +... + ax+ ao kimi
yazilir. Xiisusi halda, » = 1 olduqda xatti funksiya (qrafiki diiz xotdir), n = 2
olduqda kvadrat funksiya (qrafiki paraboladir) alinir.

Istonilon coxhadli funksiya biitiin haqiqi adodlor coxlugunda toyin olunub vo
grafiki kasilmaz, qirilmayan xotdir.

Arqumentin modulca bdyiik qiymatlorinde ¢oxhadli 6ziinii bas hodls ifads
olunmus y = a.x" funksiyasi kimi aparir. Asagida coxhadlinin grafiklorino aid
nlimunalar vo onlarin bozi xassaloari verilmisdir.

y=awx'+ a1 x" . +axta

n takdir n ciitdiir
VA X—+o0 YA
[ xX—t+oo
a,>0 X— — 0 y—>t0o0
y—to0
O - 9) X
/()n kicik giymat
. m
X—> — oo | Toyin oblasti: R } Tayin oblasti: R
s oo Qiymatlar ¢oxlugu: R Qiymotlor goxlugu: [m ; +)
A y . ,
<0 Y0 . Toyin ovblastl. R
Qiymatlor ¢oxlugu:: (—oo; M |
y_)+ 0 M. On béyiik giymat
0 X l 5
X— + o
Toyin oblasti: R — Tt © s — 0
Qiymatler goxlugu: R y— — 0 Y

Niimund 1. Daraocasing va b’had )
boyiik qiymatlorinds ¢coxhadling@ézii

a) f(x)= -2x3 - 5x +

Holli: a) (x) = — 5x + coxhadlisinin doracasi 3-diir, tokdir. Bas haddin
omsal1 —2-dir. C do goriindiiyii kimi, bu halda x— —oo olduqda,
olduqda f(x) — —o olur.

2x + 1 ¢oxhadlisinin doracasi 4-diir, ciitdiir. Bas haddin
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Coxhadli funksiya

Niimuns 2. Qrafikino gdro arqumentin modulca boyiik qiymotlorindo funk-
siyanin 0ziinii neco aparmasini, ¢oxhadlinin deracasinin tok vo ya ciit oldugu-
nu, bas hoddin omsalinin isarasini miioyyon edin.

a) AY b) AV

] X 0 x
Halli: x— —oo olduqda f{x) — +o0 Halli: x— —oo olduqda f(x) — +o0
x— +oo oldugda f{x) — —o0 x— +oo oldugda f{x) — +o
Coxhadli tok doracalidir. Coxhadli ciit doracalidir.

an< 0. an> 0.
Qeyd edok ki, n tokdirsa, ¢oxhadlinin on az1 bir haqiqi sifir1 var, # ciit olduqda
159 hoqiqi sifir1 olmaya bilor.

Coxhadlinin sxematik qrafikini asagidaki addimlarla qurmaq olar.

1. Qrafikin koordinat oxlart ilo kasisma noqtalori tapilir(sgor varsa). Bu
ndqtalaer koordinat miistovisinds qeyd edilir.

2. Haqiqi sifirlar arasinda yerloson bir ne¢o qiymotds funksiyanin
qiymatlori hesablanir. Uygun noqtslor koordinat miistavisinds geyd edilir.
3. Arqumentin modulca bdyiik qiymatlarinde qrafikin 6ziinii neco apar-
mas1 miayyon edilir.

4. Olds olunan molumatlara osason sxematik qrafik ¢okilir.

Niimuno 3. f(x) = x* + 3x? — 6x — 8 funksiyasinin grafikini qurun.

1. Rasional koklor haqqinda teoremdon istifad§ edo
ifadoni vuruqlara ayiraraq sifirlarini tapagq.

funksiyanin verildiyi

Teorema gdra miimkiin rasio OkloR8-
arasinda ola bilar.

1; £2; +4; £8 adodlori

—1-1yoxlayaq: f(-1)=(— -6(=1)-8=0  3413,2_¢x_8

Demoli, x + 1 ikd 1 3 -6 -8
Sintetik bolma i tapaq: -1 -1 2 8
' 2 -8 0

—8=(x+1)(x*+ 2x-28) w24+ 2x—8

xotti vuruqlarin hasili soklinds yazaq: f(x) = (x + )(x — 2)(x + 4).

23



Coxhadli funksiya

Buradan sifirlarin —1; 2; —4 oldugu askardir.
Yoni grafik x oxunu (—4;0), (—1;0) vo (2;0) ndg-
tolorindo kosir.

A0) =—-8 oldugundan,qrafikin y oxu ils kasisma
noqtasi (0;—8) olur. Bu noqtalori koordinat miis-
tovisindo geyd edok.

2. Hesablanmasi sado olan x = 1 vo x = -3
qiymatlorinds funksiyanin uygun qiymatlorini he-
sablayaq: A-3)=(-3+1)(-3-2)(-3+4)=10,
A =({1+1)y(1-2)(1+4)=-10.

(=3; 10) (1; —10) noqtalorini do koordinat miistovisindo geyd edok.

Y =

o0

|

/

3. x-in qiymatlorinin azalmasi va ya artmasi ils qrafikin doyismasini miisyyan
edok. Bas hoddin doracasi 3-diir, tokdir, omsal1 iso miisbatdir.

Demoli, x—+o0 oldugda y—+o0, x— —0 olduqda iso y— —<0 olur.

4. Qeyd edilmis noqtalori birlosdirmakla, f(x)=x3+ 3x?— 6x — 8 funksiyasinin

grafikini sxematik ¢okok.
Oyronmo tapsiriglar

|£ Coxhadlinin doracasing vo bas haddin omsalina goérs arqumentin modulca
boylik giymatlorinds 6ziinii necs apardigini miioyyan edin.

a) f(x)= 23 - 5x2+2x -7
c) f(x)= x0+2x3*+3x+ 1

b) f(x)=3x*—3x3+2x2+ 4
d) f(x) =—4x>+2x3-3x+ 1

|& Qrafikinag gors coxhadlinin doracasinin tok va ya ciit oldugunu, bas haddin
omsalinin isarasini vo arqumentin modulca boyiik qiymatlorinds funksi-

yanin qiymatlorinin isarasini miioyyan edin.
YA

haddin
ilo

salinin isarasini;
ma noqtalorini;

gu intervallart.
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Coxhadli funksiya

|i Hansi grafikin hansi funksiyaya uygun oldugunu miioyyon edin.

a) & b) A

D) fx)=5x+92+1

2) f(x) =2x% + 3x* + 3x?

%\O
/
=Y
o
=y

3) f(x) =3x*—x>+x

=y
L\Ve

4) f(x) = —4x2 + 3x — 1

|i Funksiyanin grafikini sxematik tosvir edin.
a) f(x)=x*-3x>-x+3 b) f(x) = —x*+ 4x3 — 4x?

|i Sirket olgilori 34 sm x12,5 sm olan dizbucaqli |
kartonlardan torafi x sm olan kvadratlar kosilib [ ]
cixarilmagqla qutu istehsal etmoyi planlagdirir.
a) Qutunun hocminin x-don asililigini gostoron *[]
coxhadli funksiyan1 yazin.
b) Funksiyanin grafikini sxematik qurun.
¢) x-in hansi tam qiymoatindo qutunun hocmi
324 sm? olar?

|l fx) = (x — 1)*(x + 2) funksiyasinin grafiki sokildo
verilmisdir. Funksiyanin qrafiki ciit sayda tokrarla-
nan sifirlarda x oxuna toxunub doniir. Bu fakti ne-
zors alaraq asagidaki qrafiklors uygun ¢oxh 1
on az1 ne¢d daracali oldugunu miioyyonsedif.

N\

S ==3(x 3P+ 1 fl)=(x-2)(x+5)
) =x*+2x>-x-2 flx)=x*-3x>—6x+ 8§
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Rasional funksiya

Iki coxhadlinin nisbati soklindo gostorilon funksiyaya rasional funksiya
deyili: g, = P(x) _ awx"t anx" '+ + ax + a
Ox) bux"+ by _ix" ' ...+ bixt bo

s am#=0,b,#0

Rasional funksiyaya an sado niimiino y :% funksiyasidir.

y= % funksiyasinin grafiki hiperbola ylr YIA
adlanir.  x-in  qiymatlori  sifira y=x£ k>0 J = xk k<0

yaxinlasdiqca hiperbola {izerindoki r

o
noqtolor ordinat oxuna, yoni x = 0 diiz j
xotting, x-in qiymotlori miitloq

giymotca sonsuz boylidiikcs iso hiperbola tizarindoki noqtalor absis oxuna, yoni

=Y

=Y

y = 0 diiz xattino sonsuz yaxinlagir. x = 0 diiz xatti y =% hiperbolasinin saquli
asimptotu, y = 0 diiz xatti iso onun iifiiqi asimptotu adlanir.
y= % hiperbo}(asml (m; n) vektoru ilo paralel kogiir- A Lk,

dikdo flx)= —m n funksiyasinin grafiki alinir. Bu e Yoxmm
halda koordinat baslangici (m; n) ndqtesing gevrilir vo ==k

L
>

alinmis hiperbolanin saquli asimptotu x = m diiz xatti, T
ifligi asimptotu iso y = n diiz xatti olur.

2x—1
x—1

Niimuno 1. )= funksiyasinin grafikini qurun.

Holli: 2x=1_ 0 tonliyindon grafikin x oxu ilo (%; 0) kosismo noqtasi tapilir.

x —
x =0 olduqda y=1 oldugundan qrafik y oxunu (0;1) ndqtesinds kasir.

Kasrin suratini moxracine bolmokls funksiyanm y =2+ 1 soklindo yazaq.
x =1 diiz xatti bu funksiyanin saquli asimptotu, liz xotti is9 Uifliqi asimp-
totudur. Saquli asimptotdan sagda vo sol Z _“
ne¢d noqtods funksiyanin wun iymo

3

cadvalini tortib edak.

x (=11 010615 \\

y |15 1 2,5 . IC(O;I)\(%;O) ‘ _
; : 2 -1 o\ 2 %
Koordinatlar1 codyoldg verilni®s uygun ciitlor olan 4
miBtovisindo qeyd edib, =1

0;1) Vo D(l; 0) néqtg]arindg noqtasina nazaran simmetrik
olduguna digqat edin!

kasan hiperbola budaqglarini tosvir edok.
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Rasional funksiya

Umumi halda rasional funksiyanin qrafikini qurmagq ii¢iin onun koordinat
oxlart ilo kosismo ndqtalori (agor varsa) vo asimptotlart miioyyon edilmolidir.
Funksiyanin verildiyi ifads x=a noqtosindo moxraci sifira ¢evrilon, surati iso
stfirdan forqli kasr soklinds olarsa, rasional funksiyanin saquli asimptotu var.
frasional funksiyasinin iifiiqi asimptotu P(x) vo Q(x) ¢oxhadlilorinin m vo n
daracalorinin qiymatlarindan asili olaraq miioyyan edilir.

m < n olarsa, y = 0 diiz xotti qrafikin {ifiiqi asimptotudur.

m=n olarsa, y = % diiz xatti qrafikin lifliqi asimptotudur.

m>n olarsa,”qraﬂkin tfiiqi asimptotu yoxdur.

m =n+ 1, yoni siiratdoki ¢oxhadlinin doracesi moxrocdoki ¢oxhadlinin
doracasindon 1 vahid bdyiik oldugda, coxhadlilorin boliinmasindon alinan
qismat y = ax + b soklinds xatti funksiya olur vo x-in modulca bdyiik
giymatlorindos funksiyanin grafiki bu diiz xatto sonsuz yaxinlasir. Bu halda

deyirlor ki, y = ax + b diiz xatti rasional funksiyanin maili asimptotudur.
X2 = . . - .
Niimuna 2. V=" funksiyasinin asimptotlarini tapin vo grafikini sxematik

tosvir edin

2

Holli: —— = 0 tonliyindon grafikin x oxu ils (-2;0), (2;0) kosisma
noqtalori élplhr. x =0 oldugda y = 4 oldugundan grafik y oxunu (0;4)
ndqtasinds kasir. x = 1 oldugda moxrac sifira ¢evrilir, siirat iso sifirdan forqli
olur. Demali, x = 1 diiz xatti funksiyanin saquli asimptotudur. Verilmis
funksiyanin {ifiiqi asimptotu yoxdur (m > n).

Siirati moxraca bolmoakls verilmis funksiyani y =x + 1— T

kimi yazaq:

x-in modulca boytik qiymatlorinda kasri modulca kigildiyindon

x—1
verilmis funksiyanin qrafiki y = x + 1 diiz xattino sonsuz yaxinlasir, yoni
y=x+ 1 diiz xotti verilmis funksiyanin maili
asimptotudur. Saquli asimptotdan sagda vogol
bir ne¢o ndqtads funksiyanin uygun qiymaot
cadvalini tortib edak. ;

1,5
3,5

2,5

ilmis uygun ciitlor olan
istovisindo qeyd edib, saquli
ar1 nozoro almaqla funksiyanin
grafikini sxematik ¢okok.

vo maili
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Rasional funksiya

Oyranma tapsiriqlar:

2
|L = hiperbolasini paralel kogiirmoklo verilmis funksiyanin gqrafikini qurun.

2 2 2
D)= o7 b= 7i3 921 dy=irl

& Verilmis funksiyanin asimptotlarini tapin vo qrafikini qurun.

x—3 2x—3 2x+1 3x+2
Ay= Y2 Y=y 9y T dy=

& Verilmis rasional funksiyanin asimptotlarini tapin.

X 2 X+ C2xHxt2
V=57 brEa oyv="—17 Dr="mr

|i Funksiyalar vo qrafiklor verilmisdir. Hans1 qrafikin hansi funksiyaya uygun
oldugunu miioyyon edin.

a) b) c)
D= x;1—09 ; - y\.,,«”// 4 }
3) y= xzxj y //

|i Funksiyanin asimptotlarini tapin, qiymatlor codvalini tortib edin va grafikini
sxematik tosvir edin.
)y =5 by =5 gy=12
x*—4 2+ 1 x—2

|E Ideal Qaz Qanununa gorogdtozyi i
temperaturuna malik ideal lict
tonliyi ilo ifads olunan
n qazin mollar sa

a) T-ni sabit

fikini qurun.

hans1 xatlordir?
a gazin hocmi sonsuz boyiidiikco
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Umumilasdirici tapsiriglar

1.

2.
3.

x3 + mx? + nx + 2 c¢oxhadlisini x + 3 ikihadlisine boldiikde qaliq —1,
x — 2 ikihadlisine boldiikds qaliq 4 olur. m va n parametrlorinin qiymat-
lorini tapin.

Verilon sintetik bolmo sxemina gora SB3pr =2 9 18

boliinani, bolani, gismati vo galigl yazin. 1 _2 12 _(1)8
Bolma amoalini budaqli bolma ils yerinag yetirin.

AP +222—x—-2):(x+1) d) *—=-3x2—Tx+6):(x—2)
b)(x¥*+3x2—4): (x+2) e) (P +2x—x+5):(x>—x+1)
)P —2x2—5x+6):(x—3) ) (73+x2+x) :(x2+1)
Sokilds fix) = x3 + 3x> — x — 3 funksiyasinin 1A

qrafiki tosvir edilmisdir. /

a) f(x) : (x — m) bolmo omolinds qaliq —15-dir. >
m-in qiymatini tapin. - / 2 4%
b) Qrafikdon istifads etmoklo !

(B +3x2—x—3):(x+3)vo 2
(x*+3x2—x—3): (x+ 1) bolmo omalindon alinan y

galiglar1t miioyyon edin.

Verilon ikihadlinin ¢oxhadlinin vurugu oldugunu gostarin.
gx)=x*—x>—20x; x+4 fx)=x*—6x*—8x+48; x—6
h(x)=x3— x2—24x—36; x+2 s(x) =x*+4x3— 64x — 256; x+4
rx)=x>—37x+84; x+7 x)=x>—5x2—9x+45; x-5
Bolmo omallarini sintetik bolma qaydasi ilo yerina yetirin.

a) (3x*+7x—20): (x+5) d) (5x* —6x* +3x+11) :(x - 2)

b) (5x* — 12x — 8) : (x + 3) e)(6x°—2x +4x*—3x+1): (x-2)
c)(dx*-3x*+3x—-1):(x—1) f) Qe 3x+2x+3): (x—3)
Coxhadlinin verilon kokiine goro digor K@ yyon edin.

a) fix)=—x>+ x>+ 3x + ;¢ -1 x+ 10; x=-2
Tonliyi holl edin.

a) (4x2—16) (x> — d)"16x° = 54x3

b) (4x> —81) e) 2x3 +5x2 = 8x +20

c) x}—2x>— f) 6x°—18x* + 12x3=36x2

Co

a)P b) P(x) =x4—13x2+ 36

3x—1

. a)f(x) —-x3b) f(x)= X funksiyasinin grafikini sxematik tosvir
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Fazada vektorlar

 Fozada diizbucaqli koordinat sistemi
 Fozada vektorlar

« Iki vektorun skalyar hasili

* Diiz xottin iimumi tonliyi

* Miistovinin tonliyi

* Miistovilorin qarsiligh voziyyatlori

* Sferanin tonliyi

* Fozada vo miistovido ¢evrilmaler

Riyazi liigot
¢ diizbucagli koordinat sistemi ¢ vahid vektor
¢ koordinat miistovilori ¢ yer vektoru (radius-vektor)
¢ fozada noqtonin koordinatlart 4 komplanar vektorlar
¢ oktantlar ¢ diiz xottin imumi tonliyi
¢ vektor ¢ miistovinin tonliyi
¢ vektorun komponentlori ¢ sferanin tonliyi

¢ vektorun uzunlugu
¢ ort vektorlar

Dekart vo Fermat analitik hondasonin asaslarini qoymus bdyiik alimlordir.
Dekart 6z naticalorini ilk olaraq nasr etdirmisdir. Fermatin
naticalari iso onun 6liimiindan ¢ox sonralar is1q tizii
gormiisdiir. Maraqhidir ki, onlar eyni naticolors tam forqli
yanasmalarla golmislor. Dekart 6z todqiqgatlarina verilon
oyrinin tonliyini axtarmaqdan, Fermat
isa verilon tonliys uygun ayrini axtar-
maqdan baglamisdir. Cabri ga¥ig

analiti 3 yazi analizin
yaradici . “Mon Dekartdan daha
irali gedo i i monim arxamda onun kimi

Rene Dekart




Fazada diizbucaqh koordinat sistemi

Tutaq ki, top otagda désomoya doyorok saquli
yuxar1 qalxir. Topun désomayas doydiyi yeri ota-
gin enind vo uzunluguna gors iki qiymatls (ko-
ordinatlar ciitii ilo) miioyyon edo bilorik. Lakin
top yuxari, fozaya qalxmigdir vo onun yerini ar-
tiq iki koordinat toyin eds bilmoz. Dosomoadoki
yeri (4;3) kimi miioyyon olunmugsa vo 2,5 m
hiindiirliiys qalxmissa, topun fozadaki voziyyati
(4; 3; 2,5) kimi li¢ koordinatla miioyyon edilir.
Fazada diizbucaqlh koordinat sistemi. Fozada ixtiyari O noqtesi gotiirok
va bu ndqtadan ciit-ciit perpendikulyar ti¢ diiz xatt kegirok. O noqtasini ko-
ordinat baglangic1 qabul edib, diiz xatlar lizorinde miisbat istigamat vo uzun-
luq vahidi segmoklo onlar1 Ox, Oy, Oz koordinat oxlar1 adlandiraq. O
koordinat baslangict har bir koordinat oxunu iki (miisbat vo monfi) yarim-
oxa béliir. Ug koordinat oxu ciit-ciit kosisorok koorinat miistovilorini
yaradir. Oxy miistovisi tifiiqi gotiiriiliir, Oz oxu 159 miisbat istigamati yuxa-
11 yonalmokloe saquli ¢akilir. Bu qayda ils yaradilan ti¢dlgiilii koordinat sis-
temi sag 9l sistemi do adlandirilir. Sag slinizin barmaqlarini y oxunun
miisbat istigamatindon x oxunun miisbat istigamotins dogru olmaqla biik-
soniz, bag barmaginiz z oxunun miisbot istigamatindo yzéjnelacsk‘
z \

=

X

* O koordinat baslangici
* Ox, Oy, Oz koordinat oxw
* Oxy, Oyz, Ozx koordinat 1

Koordinat miistovilori xg, yz, imi d@isara edilir.

Hoar bir koor istovigi fozani iki yarimfo-
zaya ayIrir vo lic koordinat miistovisi ==
i or biri oktant adlanan sokkiz

5.0xyz; 6.0x'yz; 7. Ox'y'z; 8. Oxy'z' X
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Fazada diizbucaqh koordinat sistemi

Tutaq ki, P fozada hor hansi néqtadir. P n6q-
tosindon Oyz, Ozx vo Oxy miistoviloring pa-
ralel va koordinat oxlarin1 uygun olaraq A, +—E
B vo C noqtalorindo koson miistovilor ke- Y|P
cirok: ADPF || Oyz a %

BEPD || Oxz o

CFPE || Oxy. —

> |

Fazada noqtonin koordinatlari.

1) P ndqtasindon kecon vo Oyz miistavising paralel olan miistovi x oxunu
(x0;0;0) noqtesinda kasir.

2) P noqtosindon kegon vo Oxz miistovisine paralel olan miistovi y oxunu
(0;0;0) noqtesinda kasir.

3) P ndqtasindon kegon vo Oxy miistovisine paralel olan miistovi z oxunu
(0;0;z0) noqtesindo kasir.

Fozanin har bir P ndqtesine nizamli (xo; yo; zo) liglilyli uygundur vo torsina:
P < (xo0; yo; 20).

(x0; yo; zo) nizamli Tigliiyii diizbucaqli (Oxyz) koordinat sisteminds P noqte-
sinin koordinatlari, yaxud diizbucaqli Dekart koordinatlar1 adlanir.

P ndqtesindon yz, zx va xy miistavilorine godor masafalor uygun olaraq onun
Xo, Yo, Zo koordinatlarinin miitloq qiymatlorina barabaordir.

Xo; yo; zo odadlorine P ndqtesinin, uygun olaraq absisi, ordinati, applikati
deyilir vo noqte koordinatlari ila P(xo; yo; zo) kimi yazilir.

1) Koordinat baslangici: O (0; 0; 0).

2) Ox oxu lizorinds yerlogon ndqta: (x; 0; 0)
Oy oxu lizarinds yerloson noqta: (0; y; 0)
Oz oxu lizorinda yerlogon noqta: (0; 0; z).

3) Oxy koordinat mﬁstavisinde yerloson né') to

Fozada (2; 6; 3) noqtesi 1-ci o ; 0qtasi z-in monfi yarimoxu
iizorindo, (2; 3; 0) ndqtosi isi
tantda yerlosir.

(0;0;:-6)
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Fazada diizbucaqh koordinat sistemi

Noqtanin koordinatlarinin isarasi. Noqtonin koordinatlarinin isarasi onun
hans1 oktantda yerlogsmosindon asilidir. Asagidaki coadvoldo oktantlarda
noqtonin koordinatlarinin isaralori verilmisdir.

Oktantlar I 11 11T v \% VI VII VIII
OXYZ |0X'YZ | 0X'Y'Zl OXY'Z| OXYZ'|OX'YZ' |0X'Y'Z'|OXY'Z'
+ — — + + — — +
y + + — — + + - -
+ + + + — _ _ _

Birinci oktantda biitiin koordinatlarin isarasi miisbot, yeddinci oktantda iso
monfidir.

Niimuno 1: a) P (2; 4; 3); b) Q (-2; —2; 3) ndqtasini diizbucaqli koordinat sis-
teminda qurun.

Holli: a) P (2;4; 3) noqtasini qurmagq li¢iin ko-
ordinat baslangicindan x oxunun miisbat istiqa-
motindo iki vahid mesafodo A (2; 0; 0)
noqtosini geyd edok. A noqtosindon y oxuna
paralel diiz xatt tizorindo miisbet istigamotdo 4
vahid masafada B (2; 4; 0) ndqtasini, B noqte-
sindon z oxuna paralel diiz xatt tizorindo miis-
bot istigamoatde 3 vahid masafoda P (2; 4; 3)
noqtasini qeyd edok.

P(2;4;3)

—>y

B(2;4;0)

b) Q (—2; —2; 3) ndqtesini qurmagq li¢iin koor-
dinat baslangicindan x oxunun monfi istiqa-
motindo iki vahid mesafads A (-2; 0; 0) QC%% 3)[ I

- 7’A(-2:0;0)

noqtosini gqeyd edok. A noqtesindon y oxu 2 2:0) o
paralel diiz xott lizorindo monfi 1st1qam d / -
vahid masafado B (-2; —2; 0) noqtosni 0
tosindon z oxuna paralel j :

z

miisbot istiqgamatdo 3 vahid m

Niimuna 2: P @ 4; tosindon koordinat oxlarina perpendikulyarlar
cokilmisdir. Pe n uygun A, B va C oturacaqlarinin koordinat-
larini

yanasma ilo digor ndqtalarin koordinatlari tapilir: B(0;4;0) va C(0;0;5).
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Fazada diizbucaqh koordinat sistemi

Niimuna 3. P (3; 4; 5) noqtesindon Oxy, Oxz vo Oyz miistovilorino per-
pendikulyarlar ¢okilmisdir. Perpendikulyarlarin uygun M, N vo L
oturacaqlarinin koordinatlarini yazin.

z
Halli: P noqtesindon Oxy miistovising ¢okilmis perpendi- 0
kulyarin oturacaginin z koordinati sifirdir. Demoali, M L
noqtesinin koordinatlari (3; 4; 0) olacaq. Oxsar olaraq N./ bi(3:4:5)
digor ndqtolorin koordinatlart tapilir: L(0;4;5) veo oL >
NGO T M

Oyranma tapsiriqlar !

|L Ugolciilii koordinat sisteminda (1; 1; 0), (2; 3;-1) va (—1; 2; 3) noqtalori-
ni qurun.

|2. 1) Fozada:
a) Oy oxu lizarinds yerlogon ndqtenin koordinatlarini miioyyaen edin.
b) Oxy miistovisi iizerinds yerlogon ndqtonin koordinatlarini miisyyen edin.
2) P(-2;3;1) ndqtesindon koordinat miistovilerine vo koordinat oxlarina
¢okilmis perpendikulyarlarin oturacaginin koordinatlarini tapin.

|i Verilon ndqtalorin hor birinin hanst oktantda yerlosdiyini yazin.

a)(1;2;5)  b)(4-2;5 ¢©)(6;-2;-3) d)(45;-1)
) (4 72) DE3-1;8) ¢ (-3:;4-9) h)(6,-2;-1)

|4. Mustafa vo dostlar alpinistlorls birlikdo Doniz sov. .+ Simal
daga qalxirlar. Onlar 3 km sorqo, 2 km hiindiirliik o
simala gedib 4 km yiiksokliyo qalxmaqla ,/'
nazoards tutduglart mantagoyo ¢atmagi 1;..
o 1Dusarga 597'6[
planlagdirirlar. Mustafagilin ¢atacaqlari i
montagoni verilmis koordinat sistemindo '
¢okib gostorin. ub i
|i Qeyd edilmis néqtalorin kqgkdinaflgrini i rinizds koordinat sis-
temi ¢okorak, bu noqgtolori si qu
Az
a) o7
T C
f’
A v 10 Y
X X T




Fazada diizbucaql koordinat sistemi

Fazada iki noqts arasindaki masafa. P (x1, y1, z1) vo Q (x2; y2; z2) noqtalori
nrasindaki mosafa PQ = V(x> — x1)2 + (2 — y1)? + (z2 — z1)? diisturu ilo hesablanir

Isbati: Tutaq ki, diagonali PQ olan PMSNRLKQ paralelepipedinin MP, PL
vo KQ tillori, uygun olaraq, Ox, Oy, Oz koordinat

oxlarma paraleldir. PKQ diizbucaqli iicbucagindan N 5 R
(£PKQ diiz bucaqdir) PQ? = PK? +KQ?; 5 -
PKL diizbucaqli tighucagindan (£PLK diiz bucaqdir). 2 I

PK2=KL?+PL>= MP? + PL? ; KL =MP
Onda PQ2=MP? + PL2 + KQ2

oldugunu nozors alsaq, *

PQ=(x2—x1)2 + (y2 = y1)*+ (z2 — z1)? olar.

Koordinat baslangicindan masafy. Foza koordinat

sisteminda hor hans1 P(x; y; z) ndqtesinin O (0;0;0) koor- :':: """" !

dinat baglangicindan mosafasi '
OP=Viityrz

dusturu ilo hesablanir. X

Niimuna 1. Bir diiz xatt tizorinds yerloson noqtalors kollinear noqtalor deyilir.
Iki ndqto arasindak1 mosafo diisturundan istifade etmoklo P (2; 4; 6),

Q (= 2;-2;-2) va R (6;10;14) ndqtelorinin kollinear oldugunu gostorin.
Holli: PQ=(-2-2)2+ (-2 —4)> + (-2 —6)2 =16 + 36 + 64 =116 = 2\29
PR = (6 —2)2+ (10 —4)> + (14 —6)> =\16 + 36 + 64 =116 = 2\29

QR =(6+2)2+ (10 +2)> + (14 + 2)>= 64+ 144+ 256 = V464 = 4\29

QR = QP + PR oldugundan, P, Q vo R ndqtalor; f) ﬁ
bir diiz xott lizorindadir, yoni kollineardir.

eyni mosafods olan vo

oldugundan PA = PB vo ya PA? = PB? olmalidur.
listuruna gors alariq:
0-2)2+0-2P=x—-52>+0-52+(0-4)
25+16—-17voyax=1225

Demoli, 13 A vo B noqtolorindon eyni mosafodo olan vo absis oxu
iizorinds yerlogon noqte P (12,25; 0; 0) olur.

Burada
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Fazada diizbucaqh koordinat sistemi

Par¢am miidyyan nisbatds bolon noqtonin koordinatlari.
P (x1; y1; z1) vo Q (x2; y2; z2) ndqtalorini birlosdiron parcani PR : RQ=m : n
nisbatinda bolon R ndqtasinin koordinatlar:

R( mxat nxi . my>tnyr | mzt nz

5 : ) kimi tapilir.
m+n m+n m+n

Isbat1: PQ parcasii verilon nisbotda bolon ndqto R(x; y; z)
olsun. P, R vo Q noqtolarindon xy miistovisino PL, RN vo
QM perpendikulyarlarini, L, N, M ndqtelorindon isa Ox
oxuna LA, NC vo MB perpendikulyarlarini ¢gakok. Sokla ,
osason, AC=0C —OA=x—x1Vvd A— .
BC =0B — OC = x> — x oldugundan, miitonasib pargalar B -------------2

haqqindaki teoremo goro aliriq:
AC_LN PR m '
BC NM RQ Oxsar gayda ilo Oy vo Oz oxlarina

perpendikulyarlar ¢okmoklo y vo z

X — X1 m

—% n koordinatlar1 miioyyan edilir.
nX—NX1=mXx2— mx _ my2t _ mz2tnz
(m + n)x=mx2 + nx m+n m+n

mx2 + nxi
YT m+n

Parcanin orta néqtasinin koordinatlary. P (xi; y1; z1) vo Q (x2; y2; z2) ndqte-

Xitx2 yity2 | Zit 22
27 2 7 2

lorini birlogdiran parganin orta noqtosi  M( ) olur.

Ucbucagin agirhq morkoazinin koordinatlari.

Ogtalorinds olan tighucagin
koordinatlarini

Tapolori M (x1, y1, z1), N (x2; y2; z2) vo L (x3; y3; 23
agirlig morkoazinin (medianlariin kasisma nogfosin
xXitxotxs  yitytys zitzt

3 ’ 3 ’
Niimunoa 3. A(—2;0;6) vo
AP : PB =5 :1 nisbotindo

P r (0zilinliz yoxlayin).

oqtalori verilmigdir. AB pargasini
tosiftin koordinatlarini tapin.

koordinatlar1 P(x;y;z) kimidir. Bu ndqto AB
iir. Parcan1 verilon nisbotdo bdlon ndqtonin
ason
) 5(6)+1-0 | 5-(—12)+1~6)_

’ 5+1 ’ 5+1 7

36



Fazada diizbucaqh koordinat sistemi

Niimuns 4: Agirliq morkozi koordinat baglangicinda yerlogon tigbucagin iki
tapa noqtasi verilmisdir: (3; -5; 7) vo (—1; 7; —6) . Bu ligbucagin ii¢iincii topa
noqtasinin koordinatlarini tapin.

Holli: Agirliq morkoazi koordinat baslangicinda yerlosdiyindon:

Xitxatxs  yitytys zitzatzs

O( 3 b 3 ) 3 ):
3—1+x3 5+7+ —6+
=0( 0T TR0 R 6 (00:0)
3 3 3
Buradan, 3_1+X3:0. —5+7+y3 :0’ 7T—6+ z3 ~ 0
3 ’ 3 3
x3=-2 y3=-2 zz=—1

Demali, ticbucagin ii¢lincii tops noqtosi (—2; —2;—1) olur.
Oyranma tapsiriglar
|i Noqtalor arasindaki mosafoni tapin.
a) A(5;4;0) vo B(7;8;4) b) M(7;6;-3) vo N(-1;-3;9)

|l Gostarin ki, verilon ii¢ noqts kollineardir.
a) (-3;2;4), (-1;5:9), (1; 8; 14) b) (55 4;2), (6;2; -1), (8; =25 =7)

|§ Gostorin ki, (0; 7; 10), (—1; 6; 6) va (—4; 9; 6) ndqtalori barabaryanl
diizbucaqli ticbucagin topa noqtalaridir.

|& A(2; 1; 3) noqtesindon 17 vahid moasafads olan va ordinat oxu iizerindo
yerloson ndqtonin koordinatlarini tapin.

M). a-nin hansi gqiymatlorindos (5; —1; 7) va (a; 5; 1) noqtalori arasindaki
mosafs 9 vahid olar?

|11.
|12.

|13.

|14,
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Fazada diizbucaqh koordinat sistemi

|15,

17.
l18.
119.
20.

l21.

22.

M (1; —2; 3) ndqtasi bir ucu A(3; 1; —1) olan AB par¢asinin orta
noqtasidir. B ndqtasinin koordinatlarini tapin.

. Taraflorinin orta noqtalori (3; 2; 3), (1;1;5) vo (0;3;4) olan licbucagin

topa noqtalorinin koordinatlarini tapin.

Topa noqtalori A(17;—2; —1), B(1;-2;11) vo C(1;16;—1) olan tighucagin
BM medianinin uzunlugunu tapin.

P(2;—4;3)voQ (—4;5;—6)noqtalori verilir. PQ parcasini 2:1
nisbatinds bolon ndqtonin koordinatlarini tapin (iki hala baxin).

A (3;2;-4),B (5; 4;-6), C (9; 8; — 10) kollinear ndqtelordir. B ndqtasi
AC pargasini hansi nisbatdo boliir?

Topa noqtalari (9;6;9); (3;3;15); (0;9;12) olan iigbucaqlarin medianlarinin
kasismo noqtasinin koordinatlarini tapin.

AB pargasi iizlori koordinat miistovilorina paralel olan paralelepipedin
diagonalidir. Hor bir bond {igiin:

a) uygun hondosi tosviri ¢okin;

b) paralelepipedin qalan 6 topasinin koordinatlarini tapin;

¢) AB diagonalinin uzunlugunu tapin.

1. A(0; 0; 0) ; B(7 ;2;3) 3.A-L; 1 2); B(2;3;5)
2.A(1;151); B3;4;2) 4.A(2;-1;-9); B(4; 0; 1)

isbat edin ki:

a) A(0; 4; 1), B(2; 3; —1), C( 4;5;0) vo D(2;6;2) noqtalori kvadratin topa
noqtalaridir.

b) (5;-1; 1), (7;—4;7), (1;— 6; 10) vo (—1;§ 3; oqtalari rombun topa
noqtaloridir.

. A(9;6;0),B (15; 9; 6), C

larin1 yazin.
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Fazada vektorlar

Takca qiymati ilo deyil, ham ds istigamati ilo miioyyan edilon komiyyatlora
vektorial komiyyatlor vo ya vektor deyilir. Vektor istigamotlonmis diiz xott
parcasi ilo tosvir edilir. Vektoru gostoran parcanin uzunluguna vektorun
uzunlugu va ya modulu deyilir.

Vektor bir 6lgiild, ikidlgilii, tigol¢iilii koordinat sistemindo tosvir edils bilor.

RS PO
S ORP 0~
Birdlgiili

- * e R K S x .
Ikidlgiilu Ucolgiilii
Baslangic noqtasi ilo son noqtasi iist-listo diison vektora sifir vektor deyilir.

_Sifir vektorun istigamati geyri-miioyyondir.
Istonilon ndqtonin (obyektin) fozadaki yeri (voziyati) bas- z

langic1 koordinat baglangicinda, sonu bu noqtods olan vek-
toru qarst qoymagla tosvir edilo bilor. Masalon, oyun ,-3m
meydangasinin eni boyu 2 m, uzunlugu boyu 4 m noqte- - (
sindon 3 m yiiksoklikys atilan topun fazadaki vaziyyati, yeri” /0. i
sokildoki kimi vektorla tosvir edilor. x
Fazada ndqtonin yerini (voziyatini, mdvqgeyini) miioyyan edon va baslangic
noqto ilo verilon ndéqtoni birlosdiron vektora yer
vektoru, yaxud radius-vektor deyilir. Fozada
verilmis har bir noqtoys bir yer vektoru uygundur.
Koordlnat sistemindo  P(a;b;c) ndgtesinin  yerini
oP (a;b;c) vektoru miioyyan edir. OP {a;b;c) yazili-
s1 vektorun fozada komponentlori ilo yaziligidir.

Modullar1 barabar, istiqgamatlori eyni olan vektorlara barabar vektorlar deyi-
lir. Borabor vektorlari paralel_gégﬁrga ilo tam ir-birinin {izorino gatir-
mok olar. Masolon, sokildo AB vo OM ve rdir. OM yer vektoru
ilo modulca barabar va istigamatca eyni da vektor ¢cokmok
mimkiindiir. Fozada baslang: 2; V2; 22) nOqtosi olan
AB vektoru komponentleri ilo ; 22— z1) kimi yazilir,
rabordir va torsina.

n vektorlara oks vektorlar deyilir.

barabar vektorlar oks vektorlar
z

1b

A(x1,y1,21




Fazada vektorlar

Miistovido oldugu kimi, fozada da vektorlar1 hondosi qayda ilo toplamagq,
¢ixmaq va adados hasilini qurmagq olar.

Vektorlarin toplanmast Vektorlarin ¢ixilmast  Vektorun adada
ticbucaq qaydasi paralelogram qaydasi B vurulmasi

Faza Dekart koordinat sistemindo do vektorun komponentlarinin vo uzunlu-
gunun tapilmasi, vektorlar tizorindoe omallor miistovi koordinat sisteminda 8y-
rondiyimiz qaydalara oxsar yerino yetirilir.

Vektorun uzunlugu. iki ndqto arasindaki mosafa diisturundan istifado
etmakls vektorun modulunu tapa bilarik.
Teorem. Baglangici va sonu uygun olaraq P (x1, y1, z1) vo Q (x2, y2, 22)
noqtolori _o)lan ITQ vektorunun uzunlugu

IPQ| =V(x2—x12+ (12— y1) + (z2—z1)> _ diisturu ilo tapilur.
Notica. OP (x;y;z) yer vektorunun uzunlugu |O_15| =x2+ 2+ 2% olar (koor-
dinat baglangicindan verilon ndqtoys qodor mosafo diisturu ilo eynidir).

— —
Vektorlarin toplanmasi va ¢cixilmasi: v(vi , v2 , v3) vo u{u1,u2, us) vektorlari-
nin cami (forqi), komponentlari bu vektorlarin uygun komponentlori comina
(farqine) boraber olan vektordur:  V+ = (vi+ ui, v2 + w2, vi + us)

- —

V—u={Vi—ui, V2 — Uz, V3 — U3)

Niimuna 1. vV'=(2; 1; -3) vou= ( 0; 4; =2) vektorlariin comini vo forqini

yazin.

Holli: v+ u'=(2; 1;-3) +(0; 4;-2) =(2;
Vou=(2; 1;-3) —(0;4;-2) =(2;

e Hor bir k€ R gl
e Hor bir k1, k2

Niimu
ilo yazin.
Holli: ki =%3-1; -2-3; 3-3) =(3; —6; 9)
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Fazada vektorlar

Kollinear vektorlar. Vektorlar1 tosvir edon istigamotlonmis parcgalar para-
leldlrse va ya eyni diiz xatt tizarindadirss, onlara kollinear vektorlar dey111r
a#0vo b vektorlari kollineardirsa, onda elo yegana k adadi var ki, b=k-a
Odonir. k£ > 0 oldugda bu vektorlar eyniistigamatli, k£ < 0 olduqda iso oks
istigamotlidir. Kollinear vektorlarin uygun koordinatlart miitonasibdir:

bi=k-a, b=k aybs=k - as.
ar# 0, ax# 0, as # 0 olduqda, bu sort ii = % :% =k kimi yazilr.

2 3

Niimuno 3. a = (-1; 2; -3) vo b= (-3; 6; —9) vektorlarinin kollinear olub-

olmadigin1 miioyyan edin.

. —1 2 — 1 — - .
Holli: 3¢ —327 oldugundan, a va b vektorlari kollinear vo

-9 Lo o
eyni istiqgamotlidir.

Niimuno 4. AB Vektoruna beraber radius-vektoru qurun.
Ucbucaq qaydasina goro AB+BC=AC.

A vo B noqtaloring uygun radius-vektorlar

OA (x1; 15 Z1) va OB (x2; y2; z2) vektorlaridir.
Must9V1 tizorindo vektorlarin toplanma gaydasina
goro OA + AB OB. Buradan,

AB OB OA (x2; y2» Z2) —(x1; i zy = X C(x2—x1, y2—y1, 22-21)
= Xo=x1; yry1; 2-21) = ocC.

A(x1, y1, z1)

B(x2, 12, 22)

Niimuno 5. Baslangic néqtesi A(=3;-4;1), son ndqtesi B(1; —2; 3) olan AB
vektoru verilir: - a) AB vektorunun uzunlugunu tapin;

b) AB Vektoruna barabar radius-vektoru komponentloari ilo yazin.

Holli: ) |AB) = V(1= (3)) + (=2 — ()} + 317 =24 =26

edok.
no uygun_gadius—vek—
4;1) = AB{4;2;2)

b) AB vektoruna borabor radius—vektoru 61)’ ilag
A noqtasma uygun radius- Vektor OA( 3—4
tor 189 OB(I —2; 3) olur. AB OB( ;
AB=0P oldugundan axtarila tor

e Q @5

5-1;7-2)=(1;4;2), i )

1= (3); 0 (-2) =(1;4.2). -

entlorin barabarliyindon PQ = RS % !
R (132

oldugu askardir Y RS RS, in-a kogiiriiliir
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Fazada vektorlar

1.

5.

Oyronmo tapsiriglar R
Fozada R va S ndqtalarinin koordinatlarina gora RS vektorunu
komponentlori ils yazin vo uzunlugunu hesablayin.

a) R(3;-1;1), S(3;-2;1) b) R(4;3;-6), S(-5;-2;5)
Vektorun uzunlugunu hesablayin.

a) V(2 131) b) ¥(2;~1;0) ¢) V(3:2:-2)

d) v(0;0; 1) e) v{(6;4;,—4) f) v{-2;3;-0)

Baslangic1 A(1;-2;3), sonu B(-2;1;1) noqtasi olan vektoru komponentlori
ilo yazin vo uzunlugunu hesablayn.

EQ)FQZ%EI)IH P(1;-1;1),Q(2;—2;2), R(2;0;1), S (3;—1;2) ndqtalari tigiin
PQ = RS barabarliyi dogrudurmu?

b)A(1;0;1), B(—1;1;2), C(0;2;—1) noqtolori verilir. A_])3 = C_Is olarsa,
D(x; y; z) ndqtesini tapin.

Moachul koordinatin elo gqiymatini tapin ki, verilmis vektorlar kollinear
olsunlar.

— — — —
a) a{-1;2;3)vo b{x;6;9) b) a(4;y;6)vo b(10;20;z)

a (3;0;4) vo b(2_;1 ;—1) verilir. 2a — 3b vektorunu komponentlori ilo yazin.
Géstaris: @ vo b vektorlarinin komponentlorini vektorun ifadesindo yerino
yazin vo vektorlar tizorinde amallari yerino yetirin.

V(2;1;-1) vo w'(3;—4:2) vektort verilmisdir. Asagidaki vektorlari
komponentlori ilo yazin:

V- w )2 3w o) V2w d)2(v + w)
a_)<—1 ;2;0) vektoruna hansi vektor alavaedil$a, ;5) vektoru alinar?

asint AK : KB = 2:1

A (1;2;4) vo B (4;8;19) mtala veri
1 vektorlarin kollinearliq

nisbatindo bdlon K nodqtosg ko
sartindon istifado edoralgtap1

vektor erilmisdir. A&-nin hans1 qiymatindo
u 5-0 borabordir?
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Fazada vektorlar

Eyni miistovi vo ya paralel miistovilor tizorindo yerloson vektorlara kom-
planar vektorlar deyilir. Mosalon, kubun qars1 lizlorinds yerlogon biitiin
vektorlar komplanardir, kubun bir topadon ¢ixan iig tili tizro yonolon vek-
torlar iso komplanar deyil.

Vahid vektor. Uzunlugu vahids barabor olan vektora vahid vektor deyilir.

Istonilon sifir olmayan v vektoru iiciin —- vektoru vahid vektordur.

| i

Niimuno 1. @ =(4; —2; 4) vektoru istigamotinda olan: a) « vahid vektorunu;
b) uzunlugu 10 vahid olub & ilo eyniistigamotli olan v'vektorunu kompo-
nentlori ilo yazin..

Holli: a) Vahid vektoru il isara edok:

a - __& 24) (4;—2;4) 42,4 2. 1.2

U=-=, U At = (T
|d V16+4+16 6 6 37373
Bu vektorun uzunlugunun hoqigaton vahido borabor oldugunu yoxlayaq:
_yA Ll 4
u =N gty

b) a= (4; -2; 4) vektoru istigamotindo uzunlugu 10 vahid olan vektoru
miloyyaon etmak iisiin a bandinds tapdigimiz vahid vektorun
komponentlorini 10-a vurmaliyiq:

1 _£20

v—lOu_10<3 3 3><

)

Fozada diizbucaqli koordinat sistemindo koordmat baslanglcmdan ¢rxan,
koordinat oxlarlmn musbst 1st1qam9t1 iizro yonoalon vo uzunlugu vahido
borabar olan i = (1;0; 0> ] (0;1;0) vo k= (0;0;1) vektorlarina ort vektorlar
deyilir. Aydindir ki, 7 s ] & vektorlari komplanar deyil.

Miixtalif koordinat sistemlarindg.ext vektorlar

noqtasing uygun yer vektoru ort vektorlarla
zada A (x; y; z) noqtosino uygun yer vektoru iso

yazilist adlanir. Burada x, y, z adadlori A ndqtasinin koordinatlaridir.
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Fazada vektorlar

Teorem. Istonilon a (ai; a»; as) vektoru z: ]f k ort vektorlart iizro yegand
ayrilisa malikdir vo a= a1 - i + a2'j + as-k boraborliyi dogrudur.
Niimuns 2. Miistovi koordinat sisteminds baglangic ndqtasi (2;-5), son

noqtasi isa (1;-3) olan a vektorunu ort vektorlarla 1fad9 edin.
Holli: a'=(1-2; -3 — (-5)) =(-1; 2) oldugundan, a = —i + 2] alariq.

Nitmuna 3. a = (-3;2;7) vektorunun ort vektorlar tizro ayrilisin1 yazin.
Holli: Ayrilis hagqinda teoremo goro yaza bilorik:

a=-3i+2j+ 7k

Niimuna 4. a) P (1; -3; 2) ndqtesino uygun yer vektorunu xi + yj + zk
soklindd yazin.

b)r=3i-2j- k vektorunu Hx; y; z) soklinda, komponentlori ilo yazin
Holli: a) Yer vektorunun baslangic néqtesi O(0;0;0) koordinat baslangicin-
dadlr Onda ¢ OP =i-3j+ 2k olar.

b)r= 3i— 2] k= 3(1;0;0) — 2 (0;1;0) — (0;0;1 ) = (3;0;0) — (0;2;0) —(0;0;1 )=
- <3a 25 >

Niimuno 5.4 = 3i — 27+ Kve b= —2?+7— 3k vektorlarinin comini va
forqini tapin.

Holli: a+b—(3z 2j+k)+(—2l+] 3k)—l—j 2%
—b= (31 2]+k) (—21-1-] 3k) 5 3]+4k
Oyranme tapsiriglar

—> — d s
P noqgtasinin koordinatlarina goro OP yer vektorunu xi + yj + zk soklindo
yazin.
a)(1;3-1) b)2-10)  ©)(3:2-2) d)(40:3)

l12.

ﬁ
|£”. OP yer vektorunun verilon ifadslorine géro Rnoqtosinin koordinatlarini
yazin.

a) 2i — f— k b)) -2k ¢©)3i+

s

|14. Vektorun uzunlugunu tapin.
a)r=-2i+j -3k ) O

# d)—i — 4j

3. W2) o) v=3i+2/ -4k

|LS. Vektorlarin bagabor oldugunu bildtok, machul komponenti tapin.

xi — 8k b)a =xi+4j 4kvob= (-3; Y5 2)

b)OP=(-3;1;2)  c¢)v=3i+2/—4k
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Fazada vektorlar

17,

l18. @

|19.

120.

21.

|23.

|24.

u vektoru istiqamotinda olub, uzunlugu verilon adodo barabar olan v vek-
torunu komponentlori ils yazin.
W=(0;3;0), =6 )E 1), V=5
i=(\3:32), (=2 d) i 4T =2

a=-3i+ i i+ kvob=2i+ 3] k olduguna goro asagidaki vektorlarin ort
vektorlar lizro ayriligini yazin.

a)2d - 3b b)3d+b ) -—2d—4b
Vektorun uzunlugunu tapin.
)= 5i+4j —k b)v=-2i-3-2k o) l=Ti—j-2k

Fozadad = 2i + ]T; kKvob=i- 2f+ 3k vektorlari verilmisdir. Asagidaki
vektorlarin hor birinin @ vo ya b vektoruna kollinear olub-olmadigini
miisyyan edin.

) 2i-j+k 2)  5i—10/+ 15k
3)  4i-2j-2k 4)  6i+3-3k
5)  —2i+4/-6k 6) —4i—2/+ 2k

OA = —2i + 4] 2k vo OB = 3i - 2] 3k radius-vektorlardir. Asagidaki
vektorlarin ort vektorlar lizro ayriligini yazin.

a) AO b) OA - 20B ¢) 4BO d)—20A + 30B

. Dilbar deyir ki, (1; 1; 1) vahid vektordur, ¢ 1/—3— ; 1/—— ; 1/_§ ) isa vahid

vektor deyil. Siz Dilbarin fikrinin diiz vo ya sohv oldugunu necs asaslandira

bilorsiniz?
Iki vektorun cominin uzunlugu onlari nin comindon bdytik
deyil. Bu toklifi riyazi olarwazm od 5 dsaslandir. Gostaris:

Ucgbucagq berabaersizliyindan. ado

m qorb, 3 km
2 km conub, 5 km sorq

edon TB vektorunu yazin.
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Iki vektorun skalyar hasili

Araba diizxatli yolda meyil bucagi ¢ olan F quivvesinin tosiri ilo s
yerdoyismosi etmisdir. Goriilon isi hesablayin: F qiivvasinin qiymati F
olarsa, F= (F cosg; F sing). F quivvasinin saquli komponentinin tftiqi
yolda gordiiyti is sifira borabordir. F qiivvesinin iifiiqi komponentinin
s yolunda gordiiyt is iso

A E
A=F -5 cos ¢ olar. I:ly((, I:'_l
5

Yiikiin d masafasing yerdoyismoasi zamani goriilon is yerdoyismoa vektoru-
nun miitlaq qiymati ilo F qiivva vektorunun harakat istigamatinds yonalmis
komponentmm miitloq qiymatinin (| F| cos0) hasilino borabordir:

= |F||d] cos0. Is skalyar komiyyatdir, lakin onun qiymati tatbiq edilon qiiv-
va ilo yerdoyigmo vektorlari arasinda qalan bucagin qiymetindan asilidir.

iki vektorun skalyar hasili

Sifir olmayan iki vektor arasindaki bucaq onlara barabar olmaqla
eyni noqtodon ayrilmis vektorlar arasindaki bucaga deyilir. Aydindir
ki, iki vektor arasindaki 6 bucaginin qiymati 0 < 6 < r araligindadir.

Sifir olmayan iki @ vo b vektorunun skalyar hasili b

bu vektorlarin miitloq qiymatlori ilo onlar :

arasindaki bucagin kosinusu hasilins deyilir vo A \ -

a- b kimi yazilir. a
|b| cos 0

Demoli, a- b=|d| - |b| cos 0

Skalyar hasilin xassalori

T . - .. .. - -0 .
e [stonilon a vektoru liclin a -a =|a? yan
onun uzunlugunun kvadratina barabordj

n skalyar kvadrati

N
* Skalyar hasilin yerdayis_ee xas 9 b vektorlar tigiin,

a@ b

* Skalyar hasilin gruplasdir ssasl. Istonilon a va b vektorlar1 vo m

haqiqi adadi {icii

—_ = —

=m(a-b)=a (mb)

ma xassasi:
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Iki vektorun skalyar hasili

Xiisusi halda, ort vektorlarin skalyar hasili {ligiin alariq:
ii=1, jj=1, kk=1, /=0, k=0, jk=0,

Niimuno 1. Saokilds verilonlors goro @'va b vektorlarinm skalyar hasilini tapin.

- 5 5 — a)

Holli: a-b=|d -|b cosB
— —
a) |a| =20 vahid, |p| =30 vahid, 6 =40°
- —
a-b=20-30 cos 40° = 459,6

b) [d = 60 vahid, [# =75 vahid,® = 90° b)
@ b=60-75c0s90°=60-75-0=0 1B =175
Niimuna 2. (7 + %) (¥ —5) ifadasini skalyar hasilin xassalorindon istifads
etmoklo sadoalosdirin.

Holli: F+75)- (F=8)=F+35)r+ (F+5) (=) =r- r+ sr+ r(=s) + 5 (-s) =
= |2+ 5 F - Fs —[s2 =[A2 - |

Miistovi Dekart koordinat sisteminds iki vektorun skalyar hasilini koordi-

=1
Il

o

S

natlar ilo ifado edok. A
Tutaq ki, ?(Cll, az) Vaz)(bl, b>) vektorlari verilmisdir. Z .
iki vektorun skalyar hasilinin torifing goro 0

ab=[d|H cosd ¢ =—>B
ABC tigbucagindan c=a-b={a1— b\, ar— b)

Kosinuslar teoremins géro
|d? =|a|* +|b|> — 2|al| b|cosB. Buradan aliriq:

—>—> — - —
2|d|[blcosd = |a]> +[b]* —|d?

— — |E|2+|3|2_|2.|)2
|d|blcosh) = ————F———
cp_la +|b;*|6‘|2 _ altalth 2+ — b+ (@ )]
_ mz_{—afz_‘_w_'_%ﬂl/z 3 + 2a:b: — by?
_ 2a1b1+2axbs | _
2
E: al arbs.
Beloliklo, @ vo b ¥bi; b2) vektorlarinin skalyar hasili uygun

komp@nentlorin 111orf comina baraboardir.

oordinat sistemindo @ (ai; a2; as) va Z) (b1; ba; b3)
alyar hasili oxsar qayda ilo miioyyen edilir:
a b=aib1+ axbrt asb;
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iki vektorun skalyar hasili

Niimu

na (2;-3;5), b= (1;2;—4)olarsa, a’ b skalyar hasilini tapin.
Holli: 4 -

a):
=21+ (3) 2+5(4)=2-6-20=-24

33.
b

Oyronma tapsiriqlar:

|1. 1) Iki vektorun skalyar hasilinin torifindo a'vo b vektorlar: arasindaki 0
bucaginin qiymoti 0 <0 <180° araligindadir. No sobobdon bu sort
verilmisdir?

2)0 bucaglmn qumetllerlns gora skalyar hasilin isarasini miioyyon edin.

—

90° < 6 < 180° “
a) o
éO°<6<90° < ) 29 92
Vv

& Sokildas verilonlora gors vektorlarin skalyar hasilini tapin.

lg| = 5000

|b] = 4 500

|i Verilonlora gora vektorlarin skalyar hasilini tapin. 6 vektorlar arasindaki
bucaqdir.

a)| /=585 |g|=64:0 =180°  b)|m|=16:|p|=2:0 =45°

)| ml=165 |n|=28;0 =35° | 5]=2050 =120°
1lini tapin.

t=—i+2j -3k

|i Komponentlori ilo Verilmiﬁ

- — I

2]+k b——z—] k
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Iki vektorun skalyar hasili

|i Verilon F)qﬁvvssinin (nyutonla) tasiri altinda cismin s yerdoyismosi
zamani (metrlo) gordiiyii isi hesablayin.

a) F(5;2), s{7; 4) b) F{100; 400), 5¥12; 27)

N
|l Sokilds verilon malumatlara goro F qﬁvvssinin?yerdsyisme vektoru

istigamoatindo gordiiyii isi hesablayn.
\CTM =452m
F=241N —L

d) F| = 1000 N

IF|
/

>
3
|s]=7m

ﬁ
|§ d (3; 4) vektoru istigamatindo 20 N qiivva (F) totbiq edilmisdir.
a) a vektoru istigamatinds olan vahid VElftoru yazin.
b) a bandinin hallindon istifads edarak F qiivvasini komponentloari ilo

yazin.
¢) Bu qiivvonin tosiri altinda obyektin (0;0)fho don (6;8) ndqtasine
yerdoyismasi (metrlo) zama’m goriilon 1

;0) noqtesindan (3;0) ndqtasine gatirdi.
Konveyer xattinin u nun ntetrlo 6l¢iildiiylinii nozors almagla goriilon
151 tapin.

° olan qiivva ilo tokar dozgahiin yerini iifiiqi istigamotdo
9 goriilon is 150 Coula barabardir. Toatbiq olunan qiivvenin
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Iki vektorun skalyar hasili

iki vektor arasindaki bucaq

Sifir olmayan iki vektor arasindaki bucaq cos 0 = Ha : Ei miinasibatin-

don tapilir, burada 0 <0 <.
A \‘V L_,

Niimuna. a = (-3;4) vo b= (9;12) vektorlar1 arasindaki bucagin kosi-

nusunu tapin. — b 3.9+ 4-12 27+48 21 7
Hoalli: cos 6 = -

ld -8 \/(_3)2_|_42.\/92+ 122_ 515 75 25
Natica: Sifir olmayan iki vektor yalmz skalyar hasili sifir olduqda
perpendikulyardir: @ - b=0=dlb

Niimuna. k-nin hansi giymotindo a’'= (3;4) vo = (k ;12) vektorlar
qarsiligh perpendikulyardir?

Holli: @’ b= 0 olmahdir: 3-k + 2-6 = 0, buradan k = — 4 olduqda & L b

|12.

113,

|14,
115,

|16.

Oyranms tapsiriglar
Vektorlar arasindaki bucaq nec¢o doracadir?
a) d(-3;6) va b (4;2) c) e(2;3;0) st(9; —6;2)
b) m (1;3) von(2; 1) d) 7(-2;-1;2) vo 5°(2; 1; -2)
1) Aralarmdaki bucagi tapmaqla 1 (6, -2, —5) vo W(—12, 4, 10) vektorlarinin
kollinear oldugunu gdstarin.

2) k-nin elo giymatini tapin ki, 1{0; 1; 1) vo Wk; 2; 1) vektorlar: arasindaki
bucaq 45° olsun.

a) a (4; 3) vektoruna perpendikulyar vo uzunlugu 10 olan vektoru
komponentlori ilo yazin.

b) k-nin hans1 giymeotindo 1(2; 5; —-3) vo wk; 4; ektorlar1 perpendikulyar-
dir?

AG: 1

Oqtalori verilmisdir.

Ugbucaglarin diizbucaq, ugb Imadiqglarini yoxlayin. Diiz buca-
gin adin1 yazin. iisullarla hall edin
a) Topalori ; ; ; 6) noqtalori olan AABC

b) Top tolori A(1; 2; -2), B(3; 4; —1), C(1; 5; 1) olan ligbucagin
bucaglarin1 tapin.
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Diiz xattin iimumi tonliyi

Duz xattin tonliy1

Miistovi koordinat sisteminda diiz xattin tonliyi ax + by + ¢ = 0 soklinds ifads
edilir. Bu tonliys diiz xottin timumi tonliyi do deyilir.
Diiz xotto perpendikulyar olan vektor diiz xottin normal vektoru vo ya
normah adlanir. L
Normali {a;b) olan diiz xottin {imumi tonliyinin n \
ax + by + ¢ = 0 soklindos oldugunu gostorak.

Po(xo; o) diiz xatt lizerinds verilmis noqto, P(x;y) diiz xatt {izerindo Po-dan
forqli ixtiyari ndqte, n{a;b) iso diiz xattin normal vektoru olsun.

PoP {(x — Xo; ¥ — yoy va n{a;b) vektorlar1 perpendikulyardir. Onda
7+ PoP =0,
Buradan (a;b) - (x —x0; ¥y —y0) =0,
ax — axo + by —byo=0,
ax + by —byo— axo = 0 alariq.
—byo— axo = ¢ kimi igaro etsak, diiz xattin ax + by + ¢ = 0 imumi tonliyini
alariq. Burada a*> + *> 0.
Xiisusi hallar:

(&
ea=0b+#0. y=- 3 absis oxuna paralel diiz xattin tonliyi

c . . . -
ea#0,b=0. BB == ordinat oxuna paralel diiz xattin tonliyi

a
e c=0. ax + by =0 koordinat baslangicindan kegan diiz xattin tonliyi

Niimuna 1. A(4; —2) ndqtosindon kegon vo normal1 7= (5; 3) olan / diiz

xattinin tonliyini yazin. %

Holli: Koordinat sistemindo 7 = (5; 3) normal vek- > Paey) o
torunu qurub A(4; —2) noqtesindon kegon vo normala 21 N3
perpendikulyar diiz xotti ¢okorok maselam oll i 5 - -
qrafik tosvir edok. Indi isa talob olunan torfl - (4:-2)
1-ci iisul. N
Tutaq ki, P(x;y) ndqtasi / diiz n; . \
verilon A noqtesindon fouqli ir§Onda” AP vektoru / diiz xottino
kolhneardlr VoAP=(x—-4 4y+2).

n'va AP vektorlari perp glarindan - AP = 0. Buradan

-4 +3(y+2)=0; 5Sx+3y—14=0 alangq.

gora diiz xattin ax + by + ¢ = 0 tonliyini Sx + 3y + ¢ =0
(4; —2) noqtasi bu diiz xattin tizorinds oldugundan
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Diiz xattin iimumi tonliyi

Niimund 2. x —y+ 1 =0 vo 2x + y — 3 = 0 tonliklori ilo verilmis diiz xatlor
arasindaki bucagi tapin.

Halli: Diiz xatlor arasindaki bucagi onlarin normallar1 arasindaki bucaqla
miloyyon etmok olar.

171)<1 :—1) vo n2(2;1) normal vektorlar arasindaki 0 bucag iigilin aliriq:

n - 12+ (-1)1 1
cosSQp ==, = = ~0,3162. Buradan 0 = 72°
T N 2 10

Oyranmo tapsiriglar

|L Normali 7 olan va Po ndqtesindan kegon diiz xattin tonliyini yazin.
a) Po(=2; 5), 1 (4; 3) b) Po(3; —4), n(2;-3)

& 2x —4y + 5 = 0 diiz xattina perpendikulyar olan vo P(—1; 1 ) ndqtesindon
kegon diiz xottin tonliyini yazin.

|3. x-3y+6=0vox+2y—7=0 diz xtlori verilmisdir.
a) Bu diiz xoatlorin grafik tosvirini ¢okin.
b) Onlar arasindaki iti vo kor bucagi 1° doqiqlikls tapin.

|i Diiz xatlor arasindaki bucaqlar: tapin.
a)y=05x+6 vo y=-0,75x-1 b)2x—y+3=0 vo x+2y—-1=0

|i Niimunani arasdirin. Verilmis noqtodon tonliyi verilmis / diiz xattino qodor
masafoni tapin.
a)Po(1;3) [:3x—4y=3 b) Po(2;1) [L4x+3y—-7=0
c)Po(0;2) Lx—y=4 d)Po(3;0) Lx+2y=0

Niimuna. Po(1;3) ndqtesindon 3x — 4y = 3 diiz xattino
godor mosafani tapin.

Halli: Po(1;3) ndqtesindon verilmis diiz xottdicoki
perpendlkulyarm oturacagl P(x;y) olsun.
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Miistavinin tonliyi

Aragsdirma. Eyni tonlik, masalon x = 3 tonliyi, birdl¢iild, ikiolili vo ticolgtlii
koordinat sistemindo hansi néqtolor coxlugunu miioyyon edir?

1. Bir 6l¢iilii koordinat sisteminde, yoni odad oxu SR
tizorinda, x = 3 tanliyina bir ndqte uygundur. N x=4

2. Ikidl¢iilii koordinat sisteminda x = 3, yaxud x + 0-y =3 y X=3
tonliyini koordinatlar1 (3; y) (v € R) kimi olan biitiin
noqtalor 6dayir. Bu ndqtalor coxlugu iso y oxuna paralel 0.0
olan diiz xatdir.

3. Ugdlciilii koordinat sistemindo x = 3, yaxud x + 0y + 0-z = 3 tonliyini
koordinatlar1 (3; y; z) (v,z € R) kimi olan biitiin ndqtalor 6doyir. Bu noqtalor
coxlugu isa Oyz miistovisine paralel olan miistovidir. Analoji olaraq y =3 vo
z =3 tonliklori uygun olaraq Oxz vo Oxy miistoviloring paralel miistovilordir.

\

2:2;3)
(0;0:3),
o/
1223

>
'O y

4. Ugolgiilii koordinat sistemindo x = -3, y = -2 vo z = -2 tonliyini 6doyan
noqtalor ¢oxlugunu toqdim edin.

(=2:—-1,=-2)
4(0;0;-2) ¢%
I142) 23-2)

5.x+y=0vox—y=0 tonliklog ilo
koordinatlarini alagolondirin. Miigtovi

>yd edilmis noqtalorin
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Miistavinin tonliyi

Ikidl¢iilii koordinat sisteminda diiz xattin tonliyi ax + by + ¢ = 0 soklindodir.
Masalon, x +2y — 8 = 0 tonliyi miistovido diiz xatt
mioyyan edir vo A(0; 4), B(2; 3), C(4; 2), D(6; 1), _[7

E(8; 0) va s. noqtalori bu diiz xattin tizorindadir. % B
Bu tonliyi ti¢6l¢iilii koordinat sistemindo 5 C 5
x +2y — 0-z = 8 soklinds yazaq. Burada z-in omsali B

Y

sifir oldugundan, z applikati istonilon qiymoti ala | 0] 2 [ 4 | ¢
bilor. Yoni istonilon z adadi ti¢lin {i¢ol¢iilii koordinat
sisteminda A(0; 4; z), B(2; 3; z), C(4; 2; 2),

D(6; 1; z), vo E(8; 0; z) noqtalorinin koordinatlart - . . za. . . -
x +2y — 0-z = § tonliyini ddoyacok. Ugdlgiilii koor- ©- 1= 1.1 - -
dinat sisteminda bu ciir biitiin noqtolori qursaq, z st [ e

oxuna paralel miistovi alinar. Umumiyyatlo, iigol- ¢
¢llii koordinat sistemindo ax + by + cz +d =0 T _
tonliyi miistovini miioyyan edir. '

Miistovi miixtolif tisullarla miisyyan oluna bilar.

* kollinear olmayan ii¢ noqto ilo

* diiz xatt vo ona aid olmayan noqto ilo

» iki kosison diiz xatlo

« iki paralel diiz xotlo

* bir noqto vo bu noqtads verilon istigamotds ¢okilmis perpendikulyarla

Miistovini miiayyon etmoyin yuxarida gostorilon
miixtalif yollarin sonuncusundan istifade etmoklo
miistovinin tonliyinin ax + by + ¢z +d = 0 soklinda
oldugunu gostorok. Miistoviya perpendikulyar vek-
tora onun normal deyilir. Tutaq ki, oo miistovisi vo
onun lizarinda Po(xo; yo; zo) ndqtesi verilmisdir
nla; b; ¢) miistoviya ¢okilmis normal velgor
Miistavi tlizorinda Po(x0;)0;20)- dan f ql1 1Rt
Miistoviya perpendlkulyar ds
pependikulyardir. Demali, n nl
bilarik.

laca Burallan 7 PoP = 0 oldugunu yaza

wWa; b;c) vo Rol (0% xo; ¥ z — zoy oldugunu nazors alsaq:
a(x +b(y =)+ c(z—20) =0,
ax + By + cz = axo+ byo + czo.
+ czo= d isars etsok, miistovinin
+ by + cz =d soklinds tonliyini alariq.

Diqqat e stovinin tonliyinds ii¢ doyisonin omsallar1 miistovinin
normalinin komponentloridir vo a*> + b* + ¢*> 0.
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Miistavinin tonliyi

Niimuna 1. Normal vektoru #°(—1; 3; 4) olan miistovi A(1; 2; 3) ndqtosindon
kegir. Bu miistovinin tonliyini yazin.

Holli: Tapsirigr iki tisulla hall etmak olar.

1-ci iisul. Miistovi lizarindo ixtiyari P(x; y; z) ndqtasi gotiirok vo baslangict

A (15 2; 3), sonu P (x; y; z) ngqtesindd olan vektoru komponentlari ilo yazaq:
AP=(x—-1;y-2;z=3)

Normal vektor 7'(—1; 3; 4) olduguna géro - AP =0, yaxud

(-1;3;4)- (x—1;y-2;z—3)=0 06donmoalidir. Buradan

—1x—-1)+3(y-2)+4(z-3)=0,
—~x+1+3y—-6+4z—-12=0,
—x+3y+4z—17=0.

Bu tonliyin hor iki torafini (—1) -0 vursaq, miistovinin tonliyi
x—3y—4z+17=0olar.

2-ci iisul. Miistovinin tonliyinin ax + by + cz + d = 0 soklindo vo onun
normalinin iso = (a; b; c) oldugunu bilirik. Demoali, 7#’{(—1; 3; 4) normalina
goro a =—1, b =3, ¢ = 4 oldugunu nazars alsaq, miistovinin tonliyi
(-Dx+3y+4z+d=0vaya —x+3y+4z+d=0olar. Bu tonlikdo miistovi
iizorinds olan A ndqtesinin (1; 2; 3) koordinatlarin1 yerino yazsaq, d para-
metrini tapa bilorik:

—Xx+3y+4z+d=0,

-1+32+43+d=0;d=-17. Beloliklo, miistovinin tonliyi

—x+3y+4z—-17 =0voyax—3y—4z+17=0 olar.

Niimuno 2. Miistovi x + 2y — z — 8 = 0 tonliyi ilo verilmisdir.
a) A(1; 3;-1), B(3; 5; 1), C(—1; 3; 1) noqtalorig iistavinin tizarindo
olub-olmadigini yoxlayn.

b) Miistovinin x, y, z oxlarni lgdiyi Oqtol3mi atlarin1 miisyyon
edin.

¢) Miistovi iizorindos yerloson b i in"koordinatlarini yazin.
Holli:

a) Yoxlama:

B(1; 5; 3) C(1;3:-1)

x+2y—z-8=0 x+2y—-z-8=0
1+25-3-8=0 -1+23-1-8=-4

Uzarindadir Uzoarinda deyil
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Miistavinin tonliyi

b) Miistovinin x, y, z oxlari ilo kosismo ndqtolorinin koordinatlari:

x oxu ilo kasismodo  y oxu ilo kesismodo  z oxu ilo kasismado
y vo z koordinatlar1  x va z koordinatlari  x va y koordinatlari

sifira borabordir. sifira barabordir. sifira barabordir.
x=38 y=4 z=-8
(8;0;0) (0;4;0) (0; 0; -8)

¢) Verilon miistovi tizarinds basqa bir noqtonin koordinatlarint miioyyan etmak
ticlin doyisonlordan ikising ixtiyari qiymatlor verin va ii¢lincii doyisoni tapin.

Mosolon, x =4,y =-5 olduqda 4 +2(-5) —z—-8 =0, z=—14 tapilr.
Demali, (4;—5;—14) noqtasi da verilon miistovi tizorindadir.

Oyronmo tapsiriglar
|L Verilon noqtalorin 4x + 3y — 5z = 10 miistovisi lizerinda yerlosib-yerlos-
madiyini yoxlayn.

a)A(1;2;0) b)B(1,2;-2,4;6,2) ¢)C(-7;6;4) d)D(-2;1;-3)

& Hor bir miistovi {izorinds yerloson {i¢ noqtonin koordinatlarini yazin.

a)x=6 b)2x—5y+z—-1=0 c)3x+Ty—2z=6
|3. Normah 7 olan va P ndqtesindon kegon miistovinin tonliyini yazin.

a) Po(2;1;3),7 (7;1; 1) b) Po(5; 1;
¢) Po(0; 6;2), 7 (2;0; 1) d) Po(0; 0;

9),7 (1;0; 0)
0), 7 (2; 1; 4)

|i Normal1 7{—12; 8; 10) olan miistovi koordiflat baflangicindan kegir.
Bu miistovinin tonliyini yazin.

b) Bu miistovinin cindan kecgdiyini asaslandirin.
¢) Bu miistovgiizori n ii¢ noqtonin koordinatini yazin.

|i a) @Oyz miist ofaralel olub A(3;1;2) noqtesindon kegon miistovinin

tonlgyun1 yazi
) noqtosindon vo Ox oxundan kegon miistovinin tonliyini
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Miistavinin tanliyi

|l M(1; 3; 1) va N(2; —3; 0) noqtalarini birlosdiron parganin orta ndqtosindon
kegan va ona perpendikulyar olan miistovinin tonliyini yazin.
A(2;—1; 1) ndqtesi bu miistovinin tizorindodirmi?
& B (1; 2; 3) ndqtesindon kegon vo normali:
a) y oxuna paralel olan;
b) xy miistovisino perpendikulyar olan miistovinin tonliyini yazin.

|& a) A(1; —2; 3) noqtasindon kegon vox + 2y — 3 z — 6 = 0 miistovisino paralel
olan miistovinin tonliyini yazin.
b) A(1; 1;-2), B(2; —1;—1) va C(1; —2; 1) noqtalorindon kegon miistovinin
tonliyini yazin.

m. Ax + By + Cz + D = 0 tonliyindo amsallarin verilon miixtolif hallarina
gbra miistovinin vaziyyati haqqinda fikirlorinizi yazin vo yeni niimunslor
¢okib gostarin.

a) A, B, C omsallarinin yalniz biri sifirdan forqlidir;
b) A, B, C omsallarinin yalniz ikisi sifirdan forqlidir;

¢) A, B, C omsallarinin hoar ti¢ii sifirdan forglidir.
Z,

m. Verilon Q noqtesindan verilon a miistovisine godar masafoni tapin.

a) Q (1;3;3) o 12x+4y+3z +6 =0 — z qQ(x0;y0:20)
b)) Q2 ,-1,1) o 2x—3y+6z+1=0 v { ¢
©)Q(2,2,2) wx+y+tz=-1

d)Q(1,2,0) o 3x—4y—52-2=0 )

Niimunoa. Q(1; 3; 3) noqtesindon 12x + 4p+ 8z +
mosafoni tapin.

Holli. Q(1; 3; 3) ndqtosindon #tistovi

0 miistovisino qoador

ndikulyarin oturacagi
; 3) vektorlar1 kollinear

ya
x—1L,y—3;z-3)=
x=12k+ 1,y=5 k + 3 olur. N noqtesinin x, y, z koordinatlari

(12k+ 1)+ 4(4k+ 3)+ 33k + 3)+ 6=0.
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Miistavilarin qarsihqh vaziyyatlori

|12.

113,
|14,

Ogor miistovilor perpendikulyardirsa, onlarin normallan da perpendikulyar-

dir vo tarsina: m L ma<=>m L m2 -

Ogor miistovilor paraleldirso, onlarin normallari da paraleldir vo torsina:
— | =

u H T2 <=>ni H n2 Iki miistovi arasindaki bucaq

Perpendikulyar Paralel miustovilor

mistovilor i

n

Normallart ni va n2 olan mt; va nz2 miistavilari
. |[mind .o
arasindaki 0 bucagr cos0 = \HHH\ miinasi-
ni||n3

batini 6dayir.

Niimuna. Tanliklorina gors miistavilorin perpendikulyar va ya paralel
olmasinin miisyyon edilmasi.

a) o vo B miistavilarinin tonliklori uygun olaraqo: 2x —3y +z—1=0va
B: 4x — 3y — 17z = 0 kimidir. Bu miistovilorin perpendikulyar olduqlarini
osaslandirin.

b) a vo 3 miistavilorin tonliklori uygun olaraq au: 2x — 2y —z+ 3 =0vo
B: 2x — 2y — z — 1 = 0 kimidir. Bu miistovilorin paralel olduglarin
osaslandirin.

Holli: o vo B miistovilori perpendikulyardirsa, oo miistovisinin

7 (2;-3;1) normali ilo B miistovisinin 743 (4;—3;-7) normalimin skalyar hasili
sifira barabar olmalidir. Yoxlayaq:

ne - mg=1{2;-3;1)- (4;-3;-7)=2-4-3(-3)+ 1(-17)=8+9-17=0
Demoli, o vo B miistovilari perpendikulyardir: o L B

b) o vo B miistovilorinin normallari eynidir 7o = 75 = (2;—2;1). Bu miistovilor
iiglin D sabiti mixtolif olduglarindan onlar {ist-listo diigmoyon paralel
miistovilordir.

Oyranms tapsiriglar

P (1;2:-3) noqtesi normahai%; 2;¥) ol zarindadir.

a) Miistovinin tonliyini yazi
b) 2x + 2y — cz— 1 =0 @nliy

¢ ongalini el secin ki, bu miistovilar

perpendikulyar o

¢) Hor hans1 miistoviyo paralel olmasi li¢iin @ - n= 0 olmalidir.
d (—4;1;2) miistoviya paralel olub-olmadigini miioyyon
edin.

k-n1
ilo vertlen tovilor: a) paraleldir; b) perpendikulyardir?

x—y—2z+3=0vo2x+y—z+2=0 mistovilori arasindaki bucagi tapin.
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Sferanin tonliyi

Tarif. Verilmis Po(xo; yo; zo) noqtesindon » masafodo

olan biitiin noqtalar ¢oxluguna sfera deyilir. Ponoqtosi

sferanin morkozi, » i1so radius adlanir.

P(x; y; z) sfera tlizoerinds hor hansi ndqte olarsa, iki

noqto arasindaki masafs diisturuna gors yaza bilorik:
(x—x0)* + (y —p0)* + (z—20)* = 1

Bu, morkazi Py vo radiusu » olan sferanin tonliyidir.

Xiisusi halda, merkazi koordinat baglangicinda, ra-
diusu 7 olan sferanin tonliyi x?+)? +2z? =2 olar.

Sokildon goriindiiyii kimi, bu sferanin Oxy koordinat *
miistovisi ilo kasigsmasi onun boyiik ¢evrasidir.

Niimuns 1. Morkozi M(2; —1 ;1) noqtosinds yerloson vo radiusu » = 5

olan sferanin tonliyini yazin.
Halli: (x-2+(+1)>+(z—-1)=25

Niimuna 2. x> + »?> + 22 = 169 sferasi ilo z = 12
miistovisinin kasismosindon alinan fiquru togdim edin.

Holli: Sferanin radiusu V169 = 13-diir. Sferanin tonliyindo z = 12 oldugunu
nazors alaq: x? +y? + 122 =169; x> +)?=169 — 144 =25
Verilon sferanin z = 12 miistovi ilo kosismasi, morkozi (0; 0; 12)

noqtasindo, » = 5 radiuslu ¢evradir.

Sfera ilo yalniz bir ortaq ndqtasi olan miistoviya
sferaya toxunan miistovi deyilir. =~ 7 4
Mosalon, z = 13 miistovisi x? + y* + z2 = 169 sferasina

(0;0;13) noqtesinda toxunur.
Sferaya toxunan miistovi toxunma ndqtasing ¢okidfis
radiusa perpendikulyardir.
Y 4
ay

Oyranms tapsiriqlar

a) Moarkozi koordinat baglan oson, radiusu 4 olan sferanin ton-
liyini yazin.
b) Morkozi
liyini yazin.

Oqtosindd yerlogon, radiusu 6 olan sferanin ton-

tonliyini yazin.
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Sferanin tonliyi

4.
5.

[&

EN

[

A(1; 2; 3) noqtesindon (x — 9)*> + (y + 7)* + (z + 9)> = 36 tonliyi ilo ve-
rilmis sferanin moarkozino qodor mosafoni tapin.

Asagida verilon tonliklorin sfera tonliyi olub-olmadigini yoxlayin. Sfera-
dirsa, morkazini vo radiusunu miioyyen edin.

a)x>+y?+22—4x—6y—10z+37=0
b)x?+1y?+22+2x—2y—82+19=0
O)x2+y? =22+ 12x+2y—4z+32=0
d)2x2+2y?+222+4x+4y+4z—-44=0

X?+y?+z2+2x—16y + 10z + 54 = 0 tonliyi ilo verilmis sferanin morkozini
vo radiusunu miioyyon edin. A(8; 0; 7) noqtesindon bu sferaya qodor
masafoni tapin.

A(3; 4; 0) noqtesinds z = 0 miistovisine toxunub radiusu 7 olan sferanin
tonliyini yazin.

Koordinatlar1 agagidaki sortlori 6doyon noqtalor coxlugunu handasi olaraq
tosvir edin.

a)x?+y*+z2>1 b)x?+)y?+2z2<1,z>0
P noqtasinin A(—1; 5; 3) noqtesindon mosafasi B(6; 2; —2) ndqtesindon
olan masafasindon iki dofs bdyiikdiir. Gostarin ki, belo noqtalor ¢oxlugu
sferadir.

. Morkozi (2;-3;6) noqtasindo olan vo a) xy; b) yz; ¢) xz miistovising toxu-

nan sferanin tonliyini yazin .

Diametrlorindon birinin uc noqtalori (2;1;4) vo (4;3;10) olan sferanin
tonliyini yazin.

kozini vo sferalarin radiusunu tapin.
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Fazada vo miistovido ¢evrilmolor

Noqqaslar, misgorlor, xalgaci rossamlar eyni naxisin paralel kogiirmo, déonmo, oksetmo
horokatlori vo ya homotetik ¢evrilmolori ilo yeni naxislar yaradirlar.

Naxgivan. Das tizarinda nagqaghq niimunalari

Bunu bilmak maraqhdir. Moshur holland rossami Eser riyaziy-
yatin simmetriya, kombinatorika, stereometriya, topologiya kimi
bolmalarinin qaydalarimi ronglorin ¢alarlart ilo birlosdirorok miisto-
vi lizorinds dinamik tosvirlor yaradib. Xiisusi riyazi tohsil almayan
Eser osorlorindo intuisiya vo vizual tosovviirlorine asaslanib. Para-
lel kogiirmo iizorinds qurulmus bir sira asarlorine o, “Miistovinin
diizgiin horokoti” adini verib. Cevronin limiti IV
https://en.wikipedia.org/wiki/M._C._Escher

Fazada F fiqurunun har bir P ndqtesine miioyyon bir qayda ilo fozanin yegano
P’ noqtasini qarst qoyan uygunluga F fiqurunun ¢evrilmosi deyilir. Noqtalor
arasindaki masafoni saxlayan ¢evirmayo harakat deyilir. Horokot miistovini
miistoviyo, diiz xatti diiz xatto, parcan1 konqruyent parcaya, bucagi konqruyent
bucaga cevirir. Demali, horokatds fiqur 6ziino konqruyent fiqura gevrilir.

Paralel kociirma. ikidlciilii koordinat sistemindo hor bir
(x; y) noqtesino (x+a; y +b) ndqtesini garst qoyan
¢evrilmanin {(a; b) vektoru ilo icra olunan paralel kogiirmo
oldugunu bilirik.

Oxsar qayda ilo fozada paralel ko¢lirmods hor bir y
noqtonin koordinatlari (x;y, z) — (x+a; y +b; z+c¢)
kimi doyisir. Paralel koclirmo horokotdir. Hor
lel ko¢ilirmaya bir vektor uygundur vo torsigo.

Niimuno 1. p(2; —1; 3) vektorflo icr
noqtasi hansi ndqtays cevrilir?
Holli: Torifo gors belo qev inin ¢evrildiyi A’ néqtasinin
koordinatlar1 x’ 1=4;z'=6+3=9 olmaldir.
Demali, bu par: i 0 A(—4;'5; 6) noqtasi A'(—2; 4; 9) noqtosind
cevrilir.

Ociirmado A(—4; 5; 6)
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Fazada vo miistovido ¢evrilmolor

Fozada (x; y; z) noqtasi ilo

e Koordinat baglangicina nozoron simmetrik noqto: (—x; —y; —z)
e Ox oxuna nozoran simmetrik noqta: (x; —y; —z)

e Oy oxuna nozaran simmetrik ndqta: (—x; y; —z)

e Oz oxuna noazoran simmetrik noqta: (—x; —y; z)

e Oxy miistovisind nazaron simmetrik noqta: (x; y; —z)

e Oyz miistovisina nozoran simmetrik ndqta: (—x; y; z)

e Oxz miistovisine nozoran simmetrik noqta: (x; —y; z)

Niimuna. (1;2;3) ndqtasi ilo z = 5 miistovisine nazoron simmetrik noqtoni
tapin.

Holli: z =5 miistovisind nazaron (1;2;3) ndqtasine simmetrik (x; y'; z)
noqtasi z = 5 miistovising, demoali, hom do Oxy miistovisino perpendikulyar

olan diiz xatt izorindadir. Buna gors ds bu ndqtslarin absislori vo ordinatlari

eynidir: x"'=1,)"=2. z' koordinati iso (z' + 3) : 2 = 5 miinasibatindon
tapilir: z' = 7. Belaliklo, axtarilan néqte (1;2;7) olur.

Donma. Fozada fiqurun / diiz xotti otrafinda 6 bucagi qodor donmosi elo
cevrilmays deyilir ki, bu zaman / diiz xattino perpendikulyar olan har bir
miistovido onun / diiz xatti ilo kosismo ndqtasi otrafinda eyni istigamoatdo eyni
0 bucagi qodor donmo bas verir. / diiz xottino donmo oxu, 6-ya iso donmo

bucag deyilir.

Asagidaki sokilds tizerindo miixtalif tasvirlorin oldugu kubun x oxu otrafinda

saat aqrabinin harokati istiqgamatinds 90°, 180°, 270° doénmalarine uygun
niimunalor verilmisdir.

Vp “® -
5 ¥
ilkin voziyyat x90° donma

Homotetiya. Fozada da miis u ki
daxil edilir. Fiqurun ¢evilmos i on iki X vo Y noqtolori arasindaki

istonilon X noqtasinin ¢evrildiyi X' noqtasi
arso, bu ¢evrilmayo O morkazli vo k omsall1 (k#0)

simmetrtya, k=1 olduqda eynilik ¢evrilmosi alinir.
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Fazada vo miistavida cevrilmalor

Niimuno. Markozi M(1;3;3) noqtosindo,

radiusu 2 olan sfera verilmisdir. Markoazi A

koordinat baslangicinda, &=3 omsall1 ho- ' M

motetiyada onun cevrildiyi sferanin
tonliyini yazin.

Holli: M néqtesine uygun yer vektoru A4

OM(; 3 ; 3), M’ noqtasine uygun yer
Vektoru_) O_M’(x'; l,' ; z') olsun. Onda torifa
gora OM' =k-OM va ya 0

x5 2)=31,3;3)=0,9,9) y

Buradan x'=3, y'=9, z’=9. Yoni alinmig

sferanin morkozi M'(3; 9; 9) olur.

Bu sferanin radiusu R = M'P’ = 3MP = 3-2 = 6 oldugundan, onun tonliyi
(x—=3)7+(y—-9)2+(z—9)>=36 olur.

1.

[

B E

B

Oyranmo tapsiriglar
Sokilds kubun y oxuna gora saat oqrobinin horakati istigamatinds ardicil
olaraq 90°, 180°, 270° déonmasi gdstorilmisdir. Bu sokillora gore kubun
ilkin vaziyyatinin soklini ¢okin.

Paralel kogtirmada A(2; 0; —1) noqtasi A'(4; —3; 5) ndqtasing ¢evrilir. Bu
paralel kdglirmada: a) koordinat baslangici; b) B(-3; 1; 0) ndqtaesi hansi
noqtaya gevrilor?

a) Oxy; b)Oyz; c¢) Oxz miistovisine noz
metrik olan ndqtonin koordinatlarini ya
A(3; 2; 5) noqtasi: a) x = f )y
metriyada hansi ndqtoyo ¢e ?

;3;1) noqtasing sim-

Stavising nazaran sim-

P(1; 2; 3) morkozligyo k£ § 3 om
noqtaya cevrilir.

omotetiyada A(0; —3; 2) ndqtasi hansi

Topo noqtaloa i koordinat baglangicinda, homin topadon ¢ixan tillori
189 larinin miisbat istiqgamotindo olmagqla tili vahid olan kub
cokin a morkazi koordinat baglangict olan vo A&=2 amsalli ho-
moteti mmis kubun tops noqtalaorinin koordinatlarini yazin.
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Umumilogdirici tapsiriglar

1.

Z( 1;-1;2) vo b(2?—3 i—1) vektorlar1 verilmisdir.
a) Vektorlarin ort vektorlar {izro ayrilisint yazin.

b) Vektorlarin uzunlugunu tapin.

c) 2a’+ 3)-(25)— b) skalyar hasilini tapin.

Topalori A(2; 3; 4), B(7; 4; 7) va C(—1; 6; 3) ndqtalori olan tigbucagin AM
medianinin uzunlugunu tapin.

P(4;3) noqtesindon kecon diiz xott E)(S; —1) radius-vektoruna paraleldir.
Diiz xottin qrafik tosvirini ¢okin va tonliyini yazin.

A(l; -2;4), B (2; 1; -3), C (-5; 0; 2), D (3; 4; 0) noqtalori verilmisdir.
Talob olunan vektorlar1 komponentloari ilo yazin:

a)AIS

bCD |
¢)AC + BD
d) AC - BC

Verilon har bir hal ii¢lin a va b vektorlarinin skalyar hasilini tapin.

)

a
—
a

—

|b

A (2;2; 1) vo B (Z; —3§6) no i verilmisdir. AB pargasini 2 : 3
nisbatinds bdlon igtosinin ko6rdinatlarini tapin. iki hala baxin.

%) 17(2 4) vektorlar1 verilmisdir:
a) bu 11 ¢okin; o N
b) hanst'daha boyiikdiir: |a + b|, yoxsa |a| + |b| ?
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Umumilossdirici tapsirglar

19.

Verilon yiikiin tosiri altinda iplords yaranan gorilma qiivvasini tapin.

25 sm 50 sm

15kq

20 kq

|£). Cismo tosir edon 20 N, 55 N vo 75 N qivveler x oxunun miisbot istigamati

l11.

13,

ilo uygun olaraq 30°, 45°, 120° bucaq amalo gotirir. Ovazlayici qiivvonin
istiqgamotini vo miitloq qiymatini tapin.

Oyz miistavisi lizorinds olub A(2; 0; 3), B (0; 3; 2) va C (0; 0; 1) ndqtalorin-
don eyni mosafods olan ndqtoni miioyyon edin.

m-in hans1 qiymatinds verilmis noqtalor kollineardir:
a) A(4; 2), B (m; =7), C (6; 4);
b) A(3;-1; 0), B (m; 2; 3), C(7; 3; 4)?

N
IE- al12; -20; 16) vo b(12; -20; 16) vektorlarmnin paralel va ya perpendikul-

|14,

l15.

116.

117.

l18.

yar oldugunu miioyyon edin.

Morkozi (2; 3; —1) ndqtasinds olub (4; —1; 1) noqtasindon kegon sferanin
tonliyini yazin.

Miistovi x = 0 tonliyi ilo verilmisdir.

a) Miistovinin normal vektorunu yazin.
b) Bu miistovinin koordinat baglangict
¢) Bu miistovi lizorinda olay'jg no

A(=2; 0; 3) vo B(0; 2; 1)
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Limit

g

* Funksiyanin noqtods limiti

* Qiymatlor cadvaling va ya qrafikine gors funksiyanin limitinin
toxmin edilmasi

* Limitin varlig1

* Limitin xassoalori

* Funksiyanin kosilmoazliyi

* Trigonometrik funksiyalarin daxil oldugu xiisusi limitlor

* Sonsuz limitlor va sonsuzluqda limit

* 9dadi ardicilligin limiti

Riyazi liigat
¢ limit ¢ noqtado kosilmozlik
¢ birtorafli limit ¢ intervalda kasilmoazlik
¢ sol limit ¢ pargada kosilmozlik
¢ sag limit ¢ gorkomli limitlor
¢ limitin varligi ¢ sonsuzluqda limit
¢ kosilmozlik ¢ odadi ardicilligin limiti

Bunlar maraqhdir!
Limit latinca “limes” sozlindon gotiiriiliib S8chod, qayo
manasini Verir.

Limit anlayisi bir-birindg® asili
riyaziyyatgist vo fiziki Is

(1642-1727)
Legbnis (1646—
in no Nyuton, no




Funksiyanin noqtads limiti

Limit anlayis1 riyaziyyatin fundamental anlayiglarindandar.
Limit anlayigini tosovviir etmak iiciin asagidaki nlimunslori nozordon kegirak.

1. Dairanin sahasi.

Dahi riyaziyyatct vo filosof Arximed daironin sahasini
tapmagq ti¢iin daxilo vo xarico ¢okilmis diizgiin coxbu- o
caqlilarin sahasindon istifads etmigdir. Daironin daxilino
¢okilmis kvadratin sahosi daironin sahosindon xeyli
kicikdir, lakin daxilo ¢okilmis sokkizbucaqlinin sahasi
daironin sahasindon daha az forqlonir. Daironin daxilina
diizglin 16 bucaqli, 32 bucaqli va.s ¢okilmis olsa, bu
coxbucaqlinin sahasi daironin sahasino daha da yaxin
olur. Daxils ¢okilmis diizgiin ¢oxbucaqlinin toraflorinin
sayini sonsuz artirsaq, onun sahasi dairanin sahasina son-
suz yaxinlasar.

Daironin xaricino ¢okilmis diizgiin goxbucaqlinin da
toroflorinin say1 artdiqca onun sahasi ilo daironin sahosi

./
arasindaki forq kigilir.

Arximedin bu yanasmasi aslindo limit konsepsiyasinin asasini toskil edir.

2\

N T 1
10 100 “1000° 10000 """

ardicilliginin istonilon haddinin diisturu b, = % kimidir. Maxracdoki adod
boyiidiikco hor sonraki hoddin 6ziindon ovvalkindon daha kicik oldugu
goriiniir. n sonsuz boytidiikco b, qiymatinin hansi qiymote yaxinlasdigini
toxmin edin!

Arasdirma. Uzunlugu 24 m olan
olunmalidir. Onun 6l¢iilorini e P se¢

soklinds saha ohato
ahasi on bdyiik olsun?

ini b ilo isars etsok,

12-5b

a=12-b.
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Funksiyanin noqtada limiti

b-nin hom sagdan, hom do soldan 6-ya yaxinlasan giymotlorindo sahonin
qiymatlorini gostoron codval tortib edok.

b soldan 6-ya yaxinlasdigca b sagdan 6-ya yaxinlagdigca

Eni | b | 50 5,5 5,9 6,0 6,1 6,5 7,0
Saho| § | 35,00 35,751 35,99 | 36,00 | 35,99 | 35,75 |35,00

S(b) 36-ya yaxinlasir s - S(b) 36-ya yaxinlasir

Demoli, b-nin giymati hom soldan, hom do sagdan 6-ya yaxinlasdiqca S(b) -
nin qiymati 36-ya yaxinlagir. Hom do bu yaxinlagsma b-nin qiymatlorinin 6-ya
neco yaxinlagsmasindan asili deyil. Bu halda 36 adadine b doyisoni 6 adodino
yaxinlasdiqda S(b) funksiyasinin limiti deyilir vo asagidaki kimi ifads edilir:

. . L
lim S(b) = lim (125 — %) = 36

b dayisani 6-ya yaxinlasdigda S funksiyasinin limiti 36-ya barabardir.

Burada b—6 yazilist b-nin 6-ya istonilon godor yaxin oldugunu nazards tutur,
lakin b-in 6-ya barabarliyi nazards tutulmur. Cadvaldon goriindiiyii kimi, sol-
dan yaxinlagmada 6-dan kicik adadlarls, sagdan yaxinlagsmada ise 6-dan boyiik
odadlorls 6-ya yaxinlasilir.

S(b) =36 — (b — 6)*soklindo yazmagqla da| b — 6| kamiyyati 0-a yaxinlasdigca
S-in qiymatlarinin 36-ya yaxinlasdigini gérmak olar.

(a —93; a + 9) intervalina a ndqtasinin d atrafi (& > 0) deyilir.

d—n1 segmoklo bu otrafdan olan ixtiyari x-lor i al moasafasini istonilon
miisbat ododdon kicik etmak olar . Demoli da 0-a istonilon gader
yaxin etmok olar. P
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Funksiyanin noqtada limiti

Tarif. Tutaq ki, ixtiyari € > 0 adodino gors elo 6 > 0 odadi tapmaq olar ki,
0 <|x — g <9 sortini 6doyon x-lar ligiin [f{x)— L| <& olur. Onda L adadina f(x)
funksiyasinin a noqtasinds limiti deyilir vo bu lim f{x) = L kimi yazilir.

Bunu handassi olaraq qisaca bels izah etmak olar.

Ixtiyari € > 0 odadi iigiin ordinat oxu iizorinds L Y
noqtosinin (L — g; L + ¢) otrafin1 gotiirok voL—¢, [+ ¢
L + & ndqtalorindon absis oxuna paralel xatlor ¢o- L _Ig

kak: eni 2¢ olan zolaq alariq. f{x) funksiyasinin

(a—0; a+ ) otrafinda olan biitiin x-lors (x # @) uy-

gun giymoatlori (L —¢; L + ¢) intervalinda, qrafiki o)
1S9 eni 2¢ olan bu zolaqda yerlasacak.

Niimuna 1. Limitin torifinden istifade etmoklo 1)(13 (3x — 2) =4 oldugunu
gostorak.

Holli: Ixtiyari € > 0 ododi geyd edok. | x—2 <& sortini 6doyaon x-lor ligiin

| (Bx-2)- 4 komiyyatini qiymatlondirok:

| Bx-2)-4 =] 3x—6 =3 x-2| <35.

§ = £ kimi segsok, x — 2 <$ sartini 6doyon x-lor ii(;ﬁn| (Bx-2)- 4 <e
miinasibati 6donacok. Bu iso, torifo gors, lxl_rg (3x —2) =4 olmas1 demaokdir.

Limiti miixtolif isullarla toxmin vo ya miioyyan etmok olar.
* codvalo gora » gqrafiko goro « analitik tisulla

Funksiyanin qiymatlar cadvalins va grafikino goro iimitin toxmin edilmasi

Niimuno 2. Qiymatlor codvali

Holli: x-in soldan vo S@gdan 2-yo Waxin bozi giymatlorinds flix) = 3x — 2
funksiyasinin u iymotigrini cadvalds yazagq.

x 9 9 1 1,999 2,0 [2,001 | 2,01 |2,
Sx) 00| 487970| 3,997 ? 4,003 | 4,030| 4,300




Funksiyanin noqtads limiti

x-in qiymati 2-yo hom soldan, hom do sagdan
yaxinlagdiqca  f{x)-in qiymati 4-9 yaxinlagir.

flx) =3x — 2 funksiyasinin grafikini qurmagqla
da x-in 2-yo hom sagdan, hom do soldan
yaxinlagmasi ilo bu funksiyanin qiymotinin 4-9
yaxinlasdigini, “y1gildigini” gérmak olar.
Demali, )lcgg (Bx—-2)=4.

Niimuna 3. Tapm: lim - — 1 A
=y —1
) y=r)
Holli: f(x) = 7 funksiyasix = 1 ndqtesinds toyin 2;7;(1;2)
olunmayib vo x # 1 olduqda f(x) =x + 1. . .
x-in soldan vo sagdan 1-o yaxinlagmasini gos- sz,l !
toran qiymatlor codvalini qurag. o) = = unksiyasinn qrafiki

x [ 09] 097 099 1 [ 1001 1,01] 1,1
Fo0 1,9 1,99 1,999 2 [ 2,001 2,01 | 2,1

. <
> -

Cadvaldon goriindiiytli kimi, x-in qiymati 1-a yaxinlagdigca f{x)-in qiymati
2-yo yaxinlasir. Uygun funksiyanin grafikini qurmagqla da bu fikrin dogru
oldugunu gérmoak olar.

Diqqat! Verilon funksiya x = 1 ndqtesinde toyin olunmayib. Lakin bu

noqtado funksiyanin limiti var vo bu limit 2-yo basabordir: |jm -1 2
x—1 X —
Funksiyanin limiti ilo funksiyanin verilon moti anlayislarinin
forqina diggat edin! ¥ 4
Niimuno 4. f(x) = {2’ x#3 A
I, x=3 4 2, x#3
. . 3 7 {1 x=3
f(3) qiy#iotini tapin. ] > —

hrgl fix)=2
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Funksiyanin noqtada limiti

Oyronma tapsiriglar
|L Limiti cadvals gora miisyyan edin.

a) lim (5x +3) X 1,9 11,99 11,999] 2 ]2,001]2,01 ] 2,1
x—2 f(_x) ?
-4 -0,1 [—0,01(-0,001] 0 [0,001| 0,01 | 0,1
b 1 X > 5 > > > 5
)x%l ( ) f(x) 9
& Funksiyanin grafikindon istifado edorak tolob olunan limiti tapin.
a) 1i1’13’1 4-x) b) linll (x*+2) c) )15111 (sin 7x)
Y y YA
4 4 L
3 3
: /\ [/
1 X

1

- 1 2
123 48X !2!10]i2“321§ \/

©

d) lim fx) e) lim fix) ) lim %
4— x x#2 x + 2 x #1 o
Jox)= 0, x=2
L YA
3L
4 2+
3 o N S
2 5
1 I b
> 3 A 72711234)( 271
|_ Tarofi 24 sm olan kvadratsekllh kartonun kiinclorindon torafi x s olan

kvadratlar kosilib ¢ixarilmis, sonra iso qatlanaraq agziaciq qutu diizol-
dilmisdir.

a)Verilon molumata goro qutunun sxematik taviriru@okin vo tizorindo uygun
isarolomalor aparin.

b) Qutunun hocminin V = 4g#12 —
¢) x-in qiymsti 4-5 yaxmlasdl

blandigin1 gdstorin.
1 on bdyiik qiymatina yaxin-

funk51yan1n qiym: iyini aragdirin. Codvalo gora lxin}V-ni

4,5] 3 - /
/
orun komayilo V(x) funksiyasinin
. x =4 olduqda funksiyanin qiymotinin ~+oof A
maksimum oldugunu grafiko gors yoxlayin. T
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Funksiyanin noqtada limiti

Limitin varhgi. Birtorafli limitlor.
Bozon x doyiseninin a-ya yalniz bir torofdon (sagdan vo ya soldan)
yaxinlagdigi hallara baxmaq lazim galir.

Sol limit. x-in qiymotlori a-dan kigik qalmaqla a-ya yaxinlasdiqda
flx) — L forqi sifira yaxinlagirsa, L adadine f{x) funksiyasinin a néqtosindo
sol limiti deyilir vo )lcgg_ fx) kimi yazilir.

Sag limit. x-in qiymatlori a-dan boylik qalmaqla a-ya yaxinlasdigda
flx) — L forqi sifira yaxinlasirsa, L adodina f{x) funksiyasinin a néqtosindo
sag limiti deyilir vo lim fx) kimi yazilir.

f(x) funksiyasinin sag va sol limitlori varsa va barabardirsa,
onda x = a noqtasinds f{x) funksiyasinin limiti var vo
lim fix) =lim f{x)=1lim f{x) barabarliyi dogrudur.

Bu toklifin torsi do dogrudur. \ Tors toklifi siz yazin! |
Hisso-hissa verilmis funksiyalar tizorinda sol va sag limiti aragdiraq.
x? x<2 37

Niimuna 5. f{x) =1{, >0

funksiyasinin x = 2 ndqtesinda sol vo sag limitlorini tapin.
Hoslli:  Sol limit: lim f(x) = lim x>=22=4

x—2" x—2"
Sag limit: lim . fix)=lim x=2
x—2 x—2t

Sag va sol limitlor barabor olmadigi tigilin, verilon
funksiyanin x = 2 néqtesinds limiti yoxdur.

X x<l1
Niimuns 6. fix) =)x x> funksiyasmn x =1

ndqtesinds sol vo sag limitlorini tapin.
Holli: Sof limit:  lim Ax) = lim x2= 12
x—1" — 1"
Sag limit: hml Sx)Ehim
x— 14
lim f{x) =lim f{x) = lim f(5§ = 1 siyamin giymoati: f(1)

x—1" x—1t

Siz arasdirin!

a)
funkst fikini qurun. funksiyasinin grafikini qurun.
x=3n inds limitinin olub- x =1 noqtasinds limitinin olub-

olmadigini yoxlayin. olmadigini yoxlayn.
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Funksiyanin noqtads limiti

Funksiyanin noqtodo limitina verilon torifdo v
a va L adadlarinin sonlu oldugunu nazards tut- 1
musduq. Lakin, a vo L (biri vo ya har ikisi) sonlu
olmaya bilor.

R ST .
lim — limitini nozordon kegirok. 2l
x—0 X

Qrafikdon da gortindilyti kimi, x-in qiymati sol- ——
dan vo sagdan sifira yaxinlasdiqea, f(x)=—5 2 71077
funksiyasinin qiymaoti sonsuz bdyiiyiir. Demali,

|"-in qiymatini kifayat qador kicik gotiirmokls f(x) funksiyasinin qiymaotinin
istonilon adoddon boyiik olmasina nail ola bilorik. Masalaon,

1 i
0<|x|<ﬁ E— f(x)=x2 > 100

0< <t ——> fix) =L~ 1000000
1000 x

|x-in qiymati kig¢ildikco funksiyanin qiymoti geyri-mohdud boyiiyiir.

1 funksiyas1 x—0 oldugda sonsuz bdytiysndir. Bu bels yazilir: limy % =00
x2 X—
Oyranma tapsiriglar

|4. Verilmis funksiyalarin grafiklorindon istifads edorok limitlorini (ogor varsa)
tapin. Limit yoxdursa, sababini izah edin.

x+6, x<l1 xX*+3, x<0
D /x)= 8—x, x=>1 2)f (0= 1-x*, x>0

a) liql fix); b) lin]1+ Sx); c)linll fx)  a)limfy); b)lim fix); c)lim f{x)
x—1= x— x— xX— x—0t x—0

|i Funksiyanin qrafikino goéro tolob @lu

limitlori tapin. &

a) lim f{x) b) X)
x— 4%t x

¢) lim f{x) d) i
x—0 x—1

e) lim f{x) ) lim f{x)
x—3 x— 4=

|i Verti@n sortlori @doyon har hansi f'(x) funksiyasinin qrafikini ¢okin.
a) f(—N=3 )=-1, f(1)=0va lin% Ax) yoxdur.
b) f(-2) =4, f0)=5, f(2)=0va lirnof(x) =2.
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Limitin xassalori

Funksiyanin limiti haqqinda asagidaki tokliflor dogrudur.

® f(x) funksiyasinin a noqtasinds limiti varsa, yeganadir.

Sabitin limiti. Y f=e

flx) = c sabit funksiyasi li¢lin %gral flx)= yn} c=c. c .

e Sabitin limiti 6ziina borabardir.

Niimuno. lin31 7=1, llg}l 5=5 T aex X
Yy flx)y=x

e Eynilik funksiyasinin limiti.
Ax) = x eynilik funksiyasi tigtin lim x = a a

Niimuna. limx=-5
x— =5 X

X—=0="-X

Funksiyanin limitini taparkon asagidaki xassalordon istifads edilir.

Ogor L, M, a haqiqi adadler va lim fix) =L, lim g(x) = M, olarsa, onda:
1. Comin limiti: lim [f{x) + g(x)] =lim f{x) + im g(x) =L+ M

Iki funksiyanin cominin limiti onlarin limitlori comina borabordir.
Niimuno. 1in31 (x+6)= 1ir3nx+ lir§16 =3+6=9

2. Farqin limiti: lim [f{x) — g(x)] = lim f{ix) - lim g(x)=L-M

Iki funksiyanin forqinin limiti onlarin limitlori forqina barabordir.

Niimuna. lingl(ll —-x)= limilll —limx=11+1=12

x——1
3. Hasilin limiti: lim [f{x) - g(x)] = lim f{x) - lim g(x)=L-M
iki funksiyanin hasilinin limiti onlarin limitlori hasilina barabardir.

Xiisusi halda aliriq ki, lim c-f(x)=c-lim f(x).

Yoni, sabit vurugu 1imitxi§;r9si xaricina ?;fxa

Niimuna. )13151 (—2x) =(-2) !}ESI x=-2"
lim

4. Nisbatin limiti: lim @ gl
sa g(x)

iki funksiyanin nisbati
limitlarin nisbating

in limiti sifirdan forqlidirsa,

- 35
lim 4 — lim x ’

dprrims 245 7
4-2 2

gt 1irI31 2 o)
. 1 4 — 4 — 1 —_— = o ==
Niimuna. #lim x*=10*= 10000 b) lim~5 limx* 27
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Limitin xassalori

Verilmis tokliflor osasinda asagidaki naticoyo golmak olar.

Coxhadli vo rasional funksiyanin limiti

Istonilon P(x) ¢oxhadlisi iigiin lim P(x) = P(a).
Istonilon P(x) va Q(x) coxhadlileri ii¢iin Q(a) # 0 olduqda,
lim £ Px) _ P(a)
=a QM) ~ Q)
Niimuna. )13121 Bx2+4)=3 l)}tanzx2 + 1{151 4=3-(2)*+4=16

Gortindiiyii kimi, rasional funksiyanin maxraci x = 1
oldugda sifirdan forqlidir, demali, yuxarida verilon
xassani tatbiq eda bilarik:

Niimuna. |j, 2> +tx+1
= x+1

lim 2x*+tx+1  2-(1)P+1+1
= x+1 1+1

=2.

Gostoarmak olar ki, d9y1ssn1n miimkiin giymatlorinds lim P(x) =VP(a)
Niimuno. 11m Vx—1=15 =2

Oyranma tapsiriglar
|1. Limitin xassolorini totbiq etmoklo hesablayin.
Dlims bl olimGr—d)  dlin7e
2. D xlircn fix)=2vo }Canl g(x)=3 olarsa,tapin:

a) lim (5g(x))  b) lim (1) + g(x)) ~ ©) lim (Ax)g(x)) ~ d) hmf; (())

X—C

1
2) lim fix) =—=—vo hm g(x)= 5 olarsa

X—C

X
a) lim (4/x))  b) lim (Ax) — g(x) ®)) d)lim )
m = e g(x)
|i Limitin xassolorindon istifad .
1)}121 (-4x*+ 2x-9) 2))11_)0 ) 3) gi_)nll(x3—4x+l)
4) ;i_)rr}z(5x3 + 6% 8) ILH} (2x*+ 4x +1) 6) HE} (3x* —2x* +4)
m.
b) lim (%) c) lim (x—1)
e) 11381 3 f) hrr% W+ 1
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Limitin xassolori

|5. Limitlori hesablayin.

x ¢)lim xX*=4_

) lim 2 b) lim -3¢ Yhim 2=3
1 x+1 o xX2—4

d) lim S ) lim -] Din 2

|i a) x = 2 noqtasinds toyin olunmus, lakin x—2 olduqda limiti olmayan hor
hans1 funksiya qrafiki tosvir edin.
b) x = 2 néqtasindo toyin olunmayib, lakin x—2 oldugda limiti olan hor hansi
funksiya grafiki tosvir edin.

Limiti hesablamanin bazi iisullar1

Rasional ifadonin surat voa maxracini vuruqlara ayirib, ixtisar aparmagq-
la limitin tapilmasi

o
lim
x—2 X —

2
X Jimitini x =2 yazmagqla hesablasaq, O kimi geyri-miioyyanlik
aliar. 0

Bu halda rasional ifadonin surat vo moxracini it 4-diir
vuruglarina ayirib ixtisar etmokls sadslosdirak vo

uygun ekvivalent ifadoni yazmaqla limiti tapagq:
X2 ¥=2)
lim® = lim = lim x2=922=4,
x=2

r=gx

=2 x— x—2 x—2

Oziinii yoxla! Rasional funksiyalarin limitlorini (egor varsa) hesablayn,
yoxdursa, sobabini izah edin.

2
lim lim x—25 lim X°— 10x + 25
a) 155 —5 b) s xX*—4x -5 ©) x*—5x
Radikaldan azad etmakls limitin tap:

lim \x2+4 -2 Suroti ragiRalda iti hesablayag.

x—0 x

lim Yx2+4 -2 2+4-4

x—0 ) m =
=0 x2 (\x2 + 4+ 2)

lim 1
1 1 x—0 1 — L
x—>0 \/x2+4+2 llm \/x2+4+11m2 2+2 4 .

Limitin xassalori tatbiq edilir.
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Limitin xassalori

|7. Rasional funksiyalarin limitini (ogor varsa) hesablaym, yoxdursa, sobobini

izah edin.
a) lin31 (—4x) b) lingl (—=x%) c) li{l;l x?
d) lin}l(x3 —4x+1) e) 1ir161 (—5x% + 6x + 8) f) tlipzl (t+ 4)?
: 2 lim X+ 5 -~ lim ﬂ
g) tll,r{l Bt-1D)(5£#+2) h) o 3x 1) 2o 2—_Tx+ 6

8. lim X 21 Idugunu bilorok:
. —100 oldugunu bilorak:

x—1 x—l -

lim ¥ -1, lim X1 lim (% — 1)
a) x—1 xz_ 1 s b) x—1 X— 1 > C) x—1 (x_ 1)2

limitlorini hesablayin. Har bir hesablama addimai iizorinds limitin xasalorini
gostorin.

|& Funksiyanin toyin olunmadigi noqtalori qeyd edin. Funksiyanin grafikino
g0ra tolob edilon limiti (egar varsa) tapin.

2x*+x x*—3x xX*—x X
o) = =" W= )=
Y Y
3
2

a) lim g(x) a) lim ()
b) Lmel ) g A) by lim Ax)
|10. Limitlori hesablayin. g

o lmA=¢  bgin

i

o1 e
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Limitin xassalori

m. Miixtolif tisullari totbiq edorak limitlari tapin.

1) lim [(x + 1)* BGx = 1)°] 2) lim [(x +2)° B3x + 2)]
3) lim 2 4) lim 3
=4 x—4 =9 x-9
5) hm(— - 12 6) lim (— 6,
x—2 x3 -8 x—-3 x2 -9
Vx -1 . \x+3-3
Nlim 57 8 lm— "%
9) lim I x=1 10) fim 16+ X =4
x—0 X x—0 X
. 3
11) lim Nx—1-2 12) lim A *tx=1
x—5 x—5 x—0 X

|12. Funksiyalarin limitlorini hesablayin.
) fix)y=5-x, glx)=x3

a) lim f(x) b)lim g(x) ¢) lim g(f(x))
2) flx)=x+1, g(x) =x?
a) lim _f{x) b) lim g(x) ¢) lim_g(f(x))
3) fix) =4+ x%, g(x) =Vt 1
a) lim A(x) b) lim g(x) ¢) lim g( f(x))
Tatbiq taxgsllrlqlarl o o

Niimuna. Eynsteynin xiisusi nisbilik nozoriyyosi

Lo, siikunotdo olan obyekte
olarsa, Lo vo L arasindaki asilil

Siini peykin siirati i
nd demoak olar?
Holli: Bu halda Lo\1=

—

c_j -ni hesablamaliyiq:

lim IS/1- 2 W—cz =Lo V0 =0.
v—C c
Demali, s tdo olan obyekto nozoran peykin siirati is1q siiratine yaxinlas-

digca uzunlugu kigilorak sifira yaxinlasir.
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Limitin xassalori

113,

|14,

115

|16.

Miistovinin fokus adlanan iki noqtodon mosafolori
comi sabit qalan biitlin ndqtslori coxluguna ellips dey-
ilir. Boytik diametri 2a, fokuslar1 arasinda masafs 2¢
olan ellipslo hiidudlanan saho navVa? — ¢ diisturu ilo
hesablanir. ¢ — 0 oldugda sahonin limitini hesabla-
yin. Bu limitin monasini izah edin.

Goliin suyunu cirklondiricilordon p% tomizlomak iiciin tolob olunan pul

250002 , (0 <p < 100), disturu ilo hesablamaq

vasaitini (min manatla) C = 100 5

olar.

a) Goliin suyunu ¢irklondiricilordon 50% tomizlomak iiciin tolob olunan pulu

hesablayn.
b) 100 milyon manata gdliin suyunu ¢irklondiricilordon nega faiz tomizlomok
olar?
c) linll0 OC-ni hesablayin vo monasini izah edin.

p— 1007
Qrafik kimyoavi maddonin (min kilogramla) £
satisindan oldo edilon goliri gdstorir. 52000 1 (10:1500)

. ] ’ Tkinci dayismo

Qrafikdon istifado etmoklo tolob olunan g 1500 ¢ "
limitlori hesablayin (ogor varsa). g 1000 Thirinei (o100
a) lim P(x) b) lim P(x) “s00 | ’

lim P d) lim P —
) e () ) ST ) " 56 10 15 20 x

maddanin miqdari(min kilogramla)

Pogt montoaqasi tacili gondormok tigilin itl®si_afcaxu 0,3 kilogram olan
baratlar qobul edir. Baratin @lasi ) lgda 20 manat, 0,1 kq-

dan ¢ox har 25q iiciin iso ola Kiitlosi x kq olan baratin gon-

dorilma giymatini M(x) lab olunanlar1 tapin.

a) ling 1M(x) c) ling 3M(x) d) M(0,3)
€) lim M(x) M) g limM@)  h)M(0,25)
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Funksiyanin kasilmazliyi

Funksiyanin kasilmazliyi bir ¢ox hallarda sadoco olaraq asagidaki kimi izah
edilir. ©goar hor hansi funksiyanin grafikini golomi voraqdon ayirmadan ¢ok-
mok miimkiindiirso, bu funksiya kasilmaz funksiyadir. Oks halda qrafikin ko-
silma noqtalori (sigrayis noqtolori) adlanan noqtslori var vo bu funksiya
kasilondir. Kasilon funksiyanin qrafikini gelomi varaqdon ayirmadan bir dofs-
ya ¢okmaok miimkiin deyil.

Funksiyanin néqtads kasilmazliyi. Funksiyanin ndqtode kesilmoaz olmasi
iclin grafik bu noqtodo qirilmamali, grafikds sigrayis olmamalidir. Qrafiki
asagida verilmis funksiyalarin x = ¢ noqtesinda ya qirilmasi, ya da sigrayist
var. Demali, bu funksiyalar x = ¢ ndqtasinds kasilondir. Bu hallar1 nozardon
kegirak.

limf(x)
YR fo) tayin YA x—¢ VA
edilmomisdir moveud deyil

lim f{x) # f(c)
X—C

/_\

:
!

L
T

-

|

Q
[

S
=

|

qat—— % 0§

0] a c b X

Y
[

S
=

Qrafiklordon goriindiiyii kimi, agagidaki hallarda funksiya x = ¢ ndqtoesinda

kasilon olur.

1. Funksiya x = ¢ ndqtasinds tayin olunmayib, lakin onun miioyyan otrafinda
toyin olunub.

2. fix) funksiyasinin x = ¢ ndqtasinda limiti yoxdur.

3. fix) funksiyasinin x = ¢ ndqtesindo limiti var, lakin f{c)-yo borabaor deyil.

Funksiyasinin kosildiyi ¢ ndqtesine kosilma ndqtesi deyilir.

Yuxarida gostorilon sortlordon heg biri 6donilmadikds funksiyanin x = ¢
ndqtesinds kosilmoz oldugunu demak olar.

min ¢ noqtesindo

aki funksiyalarin kasilmozliyini aragdirin.
X, x<I1
i b) flx) = {xz’ o1
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Funksiyanin kasilmozliyi

2 _
Holli:a) g(x) = -1
x J—

funksiyasinin grafikindon goriiniir ki,

x-n qiymatlori 1-3 yax1n£asd1qda funksiyanin limiti var

va 2-ya borabordir: lirrll r - . =2
X— X —
Lakin x = 1 giymatinds bu funksiya toyin olunmamisdir. ,
Funksiya x =1 ndqtesindos kosilondir. g(x) = X i
x p—

Qeyd edok ki, funksiya x = 1 ndqtesindon basqa biitiin haqiqi oxda toyin
edilmisdir vo kasilmozdir.

X, x<l1
b =1 o "
Qrafikdon goriindiiyii kimi, x-in qiymatlori 1-0 yaxin- 14
lagdigda funksiyanin limiti var vo 1-o barabardir, hom +s
do x =1 olduqda funksiyanin qiymati do 1-o barabardir. T2
funksiyanin limiti: lim1 fix)=1 4 3 2 1 123 4
X— T 1 T T -
funksiyanin qiymati: f{1) = 1 lim1 S =A1=1 1 721
x— —+-

x—1 olduqda funksiyanin limiti, funksiyanin x = 1 ndqtoesindoki qiymatino
borabordir. &ignl fix)=£(1). Demali, bu funksiya x = 1 néqtasinda kosilmozdir.

Oyranma tapsiriglar
|£ Funksiyanin grafikine gore x = ¢ ndqtesinds kosilmazliyini arasdirin.
y

ol
(o}
=

& Qrafiking goro funksiyanin x = a kasilmo nogtosiymiioyyan edin vo asagi-
dakilar1 tapin (ogor varsa):

Dfi; bl fx:

|i Fu ilma noqtalorini (agor varsa) miioyyan edin.

2

x+x

) flx)=x2—9x+18 d)Ax)=
x —1 X

a) flx) == 4x2+7 b)fix)=
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Funksiyanin kasilmozliyi

Funksiyanin intervalda kasilmazliyi
Tarif. (a;b) intervalinin hor bir ndqtasinds kosilmoaz olan

funksiyaya bu intervalda kosilmoz funksiya deyilir. \

Funksiyanin parcada kasilmozliyi [ ]
Torif. f{x) funksiyasi [a; b] parcasinda toyin olunub, O J4
(a;b) intervalinda kosilmozdirso vo 11m Sfx) = fla),

hm 1 f{x) =f(b) olarsa, f(x)-2 [a; D] parg:asmda kosilmoz funksiya deyilir.

L
v

Istonilon coxhadli funksiya biitiin odod oxunda kesilmozdir. Rasional funksiya
moxracin 0-dan forgli oldugu biitlin ndqtalords kasilmozdir. y = sinx, y = cosx,
v = a* funksiyalar1 biitiin hoqiqi oxda, y = tg x, y = ctg x, y = log_x funksiyalari
toyin oblastlarinda kosilmozdir.

Parcada kosilmoz funksiyalar haqqinda asagidaki teoremlor dogrudur.

Veyerstras teoremi. Parcada kosilmoz funksiya 6ziintin an boytik va an kigik
qiymatlorini alir.

Kosi teoremi. y = f(x) funksiyas: [a; b] par¢asinda ) ____________________ 7 __:f(x)

kasilmaz olub, onun uc ndqtalorinds oks isarali qiymat-

lor alirsa, [a; b] pargasinin daxilindo, he¢ olmasa bir , P
‘ll c b 'x

noqtado, sifira ¢evrilir. f(a% ,,,,, 3

Notica. Par¢ada kasilmoz funksiya an kigik vo an boyiik qiymotlori arasindaki
har bir qiymaoti alir.

ok olar.
adad varmi?

Bu teoremin totbiqi ilo asagidaki tip masalalari
Niimuns 1. Kubu 6ziindon bir vahid boytilgol

tonliyini 6domalidir. Masalont

fix) = x3 —x — 1 funksiyagini ; —157 =
qrafkalkulyatorla qurulm Orindiyil W

oks isaralidir. D
Onda Kosi teore

§ro, eld bir ce (1;2) adadi var ki, fic) = 0 olur. Bu
0 tonliyinin kokii olub, axtarilan adoddir.

kasilmaz oldugunu hokm etmak olmaz.
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Funksiyanin kasilmazliyi

Niimuno 2. fiy) = @ funksiyasinin kasilmazliyini aragdirin.
X — y

Holli: Qrafikdon goriindiiyli kimi, x sagdan 6-ya : 1x) _k=o _66|
x_

yaxinlasdiqda funksiyanin limiti 1, soldan yaxin- 21

lagdiqda iso —1-dir: ] l——|—4—o—o—|—:->
i :Jx;6|_ li —X=0_ 4 ] 1234567 8
)}I—I»lGlJrf(x) x_6 - 1’ xLIlg*f(x) x_6 al

Yoni, x = 6 noqtasinds funksiyanin limiti yoxdur.
Verilon funksiya x = 6 noqtosinds kasilondir, (—00;6) vo (6;+00) intervallarinin

har birindos iso kasilmozdir. x+2,x<0
Niimuna 3. Verilon f{x) funksiyasinin kosilma fx)=< 2,0<x<1

noqgtalorini miayyon edin.
Holli " ¥r2,x>1

y =x + 2 xotti funksiyasi, y = 2 sabit funksiyasi, y = x? + 2 ¢oxhadli funksiyasi

x-in har bir qiymatinds kasilmazdir. Demali, kosilmazlik yalniz x =0 va

x =1 "’ke¢id” ndqtalorinds pozula bilar.

Ovvalca x = 0 ndqtasinde funksiyanin kasilmazliyini asagidaki addimlarla

arasdiraq.

1. Funksiyanin qiymati. f{0) qiymotinds funksiya toyin olunmusdur vao
A0)=0+2=2

2. Limitin varhg. )lcll% S(x)-in varligin1 miisyyon etmok {i¢iin funksiyanin sag

(x—07%) va sol (x—0") limitlorini arasdiraq. Soldan 0-a yaxinlasdiqda x-in

qiymatlori 0-dan kigikdir vo bu halda }1_1)1017 fx) = li_r)r(}f(x+2) =2.

x-in qiymati 0-a sagdan yaxinlasdiqda sifirdan bdyiik olur vo bu halda

)I(il% fix)= chii%+2 = 2. Demalj, 11_{% fix)=2

3. Verilmis noqtads limitin vo funksiyanin qiymatlori.

)lglg fx) =A0) oldugu iictin x = 0 ndqtasinds funksiya

kasilmozdir.

! Verilon funksiyanin x = 1 néqtasinda kosi

siz aragdirin. Naticoni qraﬁkb})xla

Oyranmo tapsiriglar

|i Hor bir grafiko goro limiflori on
arasdirin.

a) lim_f(x) b) lim f(x) ¢) lim f(x)

X—C

in vo funksiyalarin kosilmozliyini
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Funksiyanin kasilmazliyi

|i Verilon funksiyalarin kasilma noqtolorini miisyyan edin. Bu ndqtslords limit
varsa, tapin.

24 2-25 2 5
1)f(x)=);T 2)f(x)=xsz 3)p(X)=|§CC:—2| 4 flx) = xt;

6. Funksiyanin verildiyi ifadoni sadslogdirin, geyd edilmis ndqtads kosilmozliyi
haqqinda fikirlorinizi yazin.

a)uﬂx):a_fiifl_,x 3

_ x-1 _
73 R
4 3_ 442 _
O fo) =5 x4 @) flry =B DI o

|l Funksiyanin verilon araliqda kosilmoz olub-olmadigini miioyyan edin.

D0 == 20 =713

a) (-3;3) b) [-3; 3]

a) (-2; 2] b) [4; 3]

& Aciq tipli sual. Verilon gortlora uygun hor hansi funksiyanin qrafikini
¢okin. Baxilan ndqtads funksiyanin kosilmozliyi haqqinda yazin.
a) lirgl+ fix)=1va lirr%_ fx)=1 b) lirr31+ fx)=2vo lirrﬁf fx)=1

|9. Qrafiklori verilmis funksiyalarin hangi gfali kasilmoz olduqlarim
miioyyan edin.

X x+ 1
= —_— X)—=

J&) x2+x+2 Six) Vx
y
4
3
2
1
O 1234 7%
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Funksiyanin kasilmazliyi

10,

|12.

113,

a) Verilmis funksiyanin grafikini qurun.
b) Funksiyanin kosilmo ndqtalorini gostarin.
¢) Kasilma ndqtalorinds funksiyanin sag va sol limitlorini tapin.

1) 1 x<-=-2 2) x—1 x<1
f(x)={x+3 —2<x<5 f(x)={0 1<x<4

7 x>35 x-2 x>4

. 1) Araliq qiymatlor haqqinda teoremi totbiq etmoklo gostorin ki, funksiya

verilon araligin miioyyan noqtesinds verilmis qiymati alir.

a) f(x)=x*+x—1, [0;5], f(c)=11

b) f(x)=x*—6x+38, [0;3], f(c)=0
2) f(x)=x*—3x+ 1 funksiyasinin: a) [-2;—1]; b) [-1;1]; ¢) [-1;2] par¢asinin
uc noqtalorinds giymatlorinin isarasini miioyyon edorok x* —3x + 1 =10

tonliyinin verilmis parg¢ada kokiiniin olub-olmadigini arasdirin.

Avtomobil kirays veron sirkot 12 giinliik kirays haqqimi asagidaki kimi
miloyyon etmisdir:

1 giindon 5 gilino godor miiddotds giindolik 28 manat kirays haqqi alinir, 6
va 7-ci gilin pulsuz istifados edilir, sonraki giinlords yenidon gilindalik

28 manat alinir. F(#) funksiyast, ¢ (0 <7 < 12) giin arzinds 6danilon mablogdir.
1)F(?) funksiyasinin asagidaki noqtolordoki qiymatlorini hesablayn.

a)t=4 b)yt=35 c)t=6 dyt=7 e)r=28
2) @) lin}F(t) b) lirrsliF(t) limitlorini tapin.

3) ¢-nin hans1 qiymatlorinds F(¢) funksiyas1 kosilondir?

Todqgigatgilarin apardiglart arasdirmalar icosiip goro broyler toyuq-
larinin kiitlalorinin (qramla) artmasini il gil agidaki funksiya ilo

ogor 1 <r<28

47,68 + 3,6d+ 0,
ogor 28 <t <56

g toyudmnun kiitlosini tapin.
byanin sag vo sol limitlorini tapin. 7= 28 noqtosindo
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Triqonometrik funksiyalarin daxil oldugu xiisusi limitlor

{ Trigonometrik funksiyalarin limiti |

I

lim sinx = sina lim cosx = cosa
x—a X—a
limtgx =tga lim ctgx = ctga
x—a x—a

a adadi triqgonometrik funksiyanin toyin oblastina daxildir.

Niimunalor: lirgl sinx= 0 linol cosx=1 1in01 tgx=10
X— X— X—>

Birinci gorkomli limit

fix) = % funksiyasinin x = () noqtosinds limiti var vo bu limit 1-9

barabordir: lim s1)1:x =1

x-in haqiqgi adod vo ya bucagin radian 6lgiisii oldugunu nazors alaraq, x—0"

sartinda tortib edilmis qiymatlor codvalina gors flx) :%

qiymatinin 1-9 yaxinlagdigini toxmin etmok olar.

x—0T 0,1 0,01 0,001 0,0001
fx) 0,99833416 | 0,9999833310,99999983 [ 0,99999999

funksiyasinin

sin (—x) _ —sinx _ sinx

— - = f{x), yani verilmis funksiya ciit funksiya
oldugundan x—»O* sortindo do m;vc —1 olur.

si Y sin x
fx) = I
mus qgrafikindon do goriiniir ki, T 0 p-
lig S sinx _ |
x= X

Qeyd edok ki, 11m sin (1/x) 11m1t1 yoxdur

funksiyadir, periodik deyil. x-i
diqca funksiyanin qiymatlafi —1

Niimun»s 1.

. o . . . . t g
! lim = k oldugunu gostorin. ¢ = kx isare edin vo x = T oldugunu
nozors alin.
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Trigonometrik funksiyalarin daxil oldugu xiisusi limitlor

Nimuns 2. 1P w limitini tapm.

10 3
Holli: )l}_f,gl X — 3sinx @_%mx

x—>0

Ifads iki kasrin forqi soklinda yazilir .

= hm &C _ 31 3SIIDC Fargin limiti xassasi tatbiq edilir.
0 x

=1im10 — 3lim SIOX  Limiti hesablanu:
x—0 x—0

X
=10-3-1=7
Niimuns 3. lim T-cosx _ oldugunu gostarin.
X—
Holli: liml_ﬂ = liml_ﬂ m Surat va moxraci 1 + cosx
X0 X x—0 X 1 +cosx  ifudasine vurulur
_ 2
= hmw Sadalasdirilir
=0 x(1+cosx) _ _ }
.- 5 sin’x + cos’x = 1, cos’x = 1 — sin’x oldugunu
. sSimn-x
= lim nazara alaq.

=0 x(1+cosx) .
Ifada iki kasrin hasili saklinda yazilir

l ( sinx sinx ) Hasilin limiti xassasi tatbiq edilir
=lim B Trp—— o
+ . sinx o
I*+cosx lim =1 [im sinx= 0,
Slnx x—0 X X—0
sinx
}CII%I ) ( 1 0 T+cosx ) 0 lim (1+cosx) = 2 gqiymatlori nazora alinir.
—>| —> x—0
Oyranmo tapsiriqlar
|_ Limitlori tapin.
1. lim sin x 2. limtg x 3. limcos X
x—n/2 X—T x—2 3
. COSX . 1— tgx
4 lim cos 3x 5.1im 6. lim :
X—T x—>n/4 Ctgx x—/4 SINX—COSX
|2. Limitlori tapin.
. lim S 2. lim Sin37 lim &%
S5x t—0 -0 X
4 lim _c0s0 tg 6. lim -SIn2x
050 0 =0 sin3x
. 1—cosx
9. )lcl_%l 2x2
im —— 12.lim ————
lim x? w4 SinSx—sin3x
. sinx ;
b) lim S . sin(x—1)
o X =T C)lxlg}x2+2x—3




Sonsuz limitlar va sonsuzluqda limit. Saquli v3 iifiiqi asimptotlar.

1. Sonsuz limitlar.

3
Niimuna. Sokildo verilmis f{x) = 2 funksiyasinin y
grafikindon do goriindiiyii kimi, x-in qiymati 2-ys sagdan Z —oo
yaxinlasdiqca y-in qiymati sonsuz boyiiyiir. Yoni 2

lim+ 2 - oo 3 '
x-in qiymati 2-y9 soldan yaxinlasdiqca y-in qiymoti manfi z: -

olmaqla modulca sonsuz boyiiyiir. Yoni lirgl_ )

=—w

Sol va sag limitler miixtalifdir, verilon funksiyanin x = 2 ndqtosindo limiti yox-
dur.

Sokilda grafiki verilon f{x) funksiyasi iso hoqiqi odadlor goxlugunun

a adadinin miioyyon otrafinda, a
odadindon basqa, biitiin qiymatlords ‘y“
toyin olunmusdur vo x—a olduqda :
f(x)— . Bu, limitlo

lim f{x) = oo kimi yazilir. —

Oxsar yanasma ilo g(x) funksiyas1
lictin do lim g(x) = —0

limiti funksiyanin sonsuz doyisdiyini gostorir. Funksiyanin sonsuz doyigmasini
limitin kdmayilo asagidaki 6 hal ilo ifado etmok olar.

Saquli asimptot. lim f{x) = +o0 lim g(x) =—o0
lim f{x) = +o0 lim g(x) = —o0
llm f(x) = +o0 llmg(x) =_0

munasibatlorindon hor hansi biri 6donarsa
siyasinin saquli asimptotudur.

Niimuna. Verilon qrafi
arasdirin.



Sonsuz limitlar va sonsuzluqda limit. Saquli v3 iifiiqi asimptotlar.

Holli. a) 111’11L =—00 V3 ]im—l = +oo Funksiyamin limiti yoxdur, lakin sag va sol
a1 x—1 -1t x—1 limitlor funksiyanin neca dayisdiyini gostorir.
. 1
b) lim 1y =+ Funksiyanin ham sag, ham da sol limiti
w1 (=1 + o0 -dur
.o —1 o=l Funksiyamin limiti yoxdur, lakin sag va sol
c) )161_1,111— —1 T ovo ,lcl_r}ll — ® limitlor funksiyanin neca dayisdiyini gostorir.

d) lim(x——l)2 =—0

x—1

Funksiyanin ham sag, hom da sol limiti
—oo -dur.

x =1 diiz xotti bu funksiyalarin saquli asimptotudur.

fva g funksiyalar1 verilmis intervalda kosilmaz funksiyalar, bu intervala daxil
olan ¢ noqtosindo fc) # 0, g(c¢) =0 vo x # ¢ oldugda g(x) # 0 olarsa, x=c¢

)
gx)

diiz xatti 7(x) = funksiyasinin saquli asimptotudur.

2. Funksiyanin sonsuzluqda limiti. Ufiiqi asimptot
1 . . . o .

Y= funksiyasinin grafiki tizorinds x-in qiymati- A

nin sonsuz doyismasi ilo (artmasi vo ya azalmasi) k

funksiyanin doyismasina bir daha nazar salaq.

1
fx) = o funksiyasinin qrafikinden goriindiiyii
kimi, x — oo olduqda % sifira yaxinlagir.

O
=\

Bunu limitlo ifado edok:  lim < 0

Toriffylim f(x) | 0 olarsa, f{x)-o x—a olduqda sonsuz kigilon deyilir.

Mosalon, < funksiyas1 x—o0 olduqda sonsuz kigilondir.
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Sonsuz limitlar va sonsuzluqda limit. Saquli v3 iifiiqi asimptotlar.

x—o0 olduqda f* funksiyasi sonsuz kigilondirso, 1 funksiyasi sonsuz bdyiiyon-

dir. Moasolon, x—o0 olduqda sonsuz kigilon, x* funksiyas1 iso sonsuz boyii-
x?

yondir.

Sonlu sayda sonsuz kigilon funksiyalarin comi va hasili sonsuz kigilondir.
Xiisusi halda, n>0 oldugda lim %Z 0

X— —©

Niimuna. Qrafike gora lim f{x)-in tapilmasi.

a)  f{x) =% b) =1 2

g
| —_
o

24
1+

R 1T
-3 2 -1 T2 3

Limitin xassolori funksiyanin sonsuzluqda limiti {i¢tin do dogrudur.

o 2
Niimuna. Limiti tapin. lim 3;:2 _51

Holli: Kasrin surat vo moxracini x2-na bdlak vo limitin xassalarini totbiq
edok.

2x 5 i 1
lim =5 _ lim XX )lcl—»r{ol(z 5) :M:
e 3xr—1 0 e 3o i 1 3-10
Ty ImEi-p
x — +oo olduqda P(x) = ax" + a,x™' + - - - + ao funksiyasi 6ziinl

coxhadlinin bas hoddi kimi aparir, basqa sozlo,

lim _4x" + daha kigik dar.
¥+ pxm + daha kigik dor,
Buradaa #0vo b #
Niimu1219§ 3 . Teorema gora holl etsok:
. x>+ X _ 2 . .
@) lime e M= 3 [lim 2003 gim 20, 22
72 X—+oo 3x3 + SX X—+0o0 3x3 X—rtoo 3
b) lim = lim 2t f —tod lim 21 _lim 2% _fim 2x= 4o
x—to oy X—to % + Z X—+w0 x+2 X—too X Yo
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Sonsuz limitlar va sonsuzluqda limit. Saquli v3 iifiiqi asimptotlar.
Oyranma tapsiriqlar

|L Funksiyalarin saquli asimptotlarin1 miioyyan edin.

2 _ 2-2
V=5 0 fix) = ;x:; V9= "5

& Funksiyalarin iifliqi asimptotlarini (egor varsa) x—=oo olduqda limiti
hesablamaqla miioyyon edin.

1
a) flx)=3x2—2x+1 b) fix) = a7 ¢) fix)=

—x+5
-1
|i Funksiyalarin miimkiin saquli vo tifiiqi asimptotlarini rasional funks1yan1n
limiti haqqinda teorema goro miioyyon edin.

2x — x+3
) =" b 0=

2x2+x -3 3x2—x+5
) f)="a g d So= “x
|4. Limitlori tapin.
‘ 3y ‘ 8x+ 2 ‘ 3x2+ 2x
a)lgg o1 b))lgg 4x -5 C)}g{g 2xr-2x+ 1
. xX*+2x-5 x> —3x _ 8 x
Dm T3eez o 9 e DI 4
3x x—1

2) hm(ﬁfm ) h) )ICLI}} (x—\2+ 1)

X—0

|5. x — +o0 vo x— — o0 olduqda f{x) funksiyasmnin limitini hesablayin.
x+2

5 x>1 5.x>0

a) flx)=) x+2
4x ,xSl 2x—3’x<0

2x -5

S =2 -x+x-1, glx)=x*—x*+1
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Sonsuz limitlar va sonsuzluqda limit. Saquli v3 iifiiqi asimptotlar.

Tatbiq tapsiriqlar:

|_0 Is mohsuldarhg. Slrketn’lene

Arqumentin qiymati sonsuzluga yaxinlasdiqgda funksiyanin neco doyismasini
asagidaki masals lizorinds nazardon kegirak.
Niimuna. Goldaki suyun miioyyon miqdarinda oksigenin konsentrasiyasi
normal vaziyyatds 12 vahiddir. # = 0 zamaninda miisyyon tullantilar golo
axidilmaqla oksigenin konsentrasiyas1 doyisdirilmisdir. Gol suyunda oksigen
konsentrasiyasinin miqdarinin zamandan asili doyigmasinin
122 - 15t +12

=1
kimi oldugu miioyyan edimisdir. Zaman kegdikco suda konsentrasiyanin
necd doyisdiyini izah edin? Oksigenin sudaki konsentrasiyasi yenidon
12 vahid ola bilormi?
Hoalli:  Verilon  funksiyanin  qrafikini
qrafkalkulyatorla qursaq, #-nin qiymotlorinin 10| 1155
sonsuz artmast ilo funksiyanin qiymatinin ! éggg ::jj;
12-ys yaxinlagdigini gérmok olar. Lakin 100000 | 1199955
konsentrasiyanin 12-yo borabar olmasi
miisahido edilmir. Bu situasiyani limitls riyazi olaraq hm AH=12  kimi
ifads edos bilarik.
Burada y =12 diiz xatti verilon funksiyanin {ifiiqi asimptotudur.

1222 — 15t +12
£+1

2 4 6 8 10 12f

Orta qiymat. Xostoxanada aparilan analizlorin imiimi qiymatini (manatla)
S(n) =150 + 30n kimi hesablamagq olar. Burada n analizlorin sayin1 gostarir.
Bir analizin S(n) orta qiymatini S(n)-i n-o bdlmoklo tapmaq olar.

lim S(n) tapin va situasiyaya uygun izah edin.

n— oo

Tibb. Qabul edilmis dorman preparatinin gana sorulmasinin # zamanindan
asil1 olaraqzdaylsmesml

MO =377
lim M(#) -ni tapin va situasiyaya uygun i

t—0

diisturu ilo miioyyon etmak
hiedi

1 aragdirmalara goro

_ n dust .
n) o+ g dusturuna goro

1 pinqvinlarin sayin1 (¢ = 10) hesablayin.
ayinin sonsuz artmadigi molumdur. ¢ zamani

gora limiti hesablamag]la tapin.
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9dadi ardicilligin limiti

Umumi hoddi a,= ! olan ardicilligin ilk bir nec¢o haddini yazaq:

7 9 1113

25719
92’3 5455’69"'

Goriindiiyl kimi, » artdigca ardicilligin hadlorinin qiymoti azalir vo 2-ya

yaxinlasir.

2n+1
Dogrudan da, |a.— 2| = |n—n -2 :% oldugundan, »n boyiidiikco a,— 2

forqinin modulu 0-a kifayat qodor yaxin olur.

Mosalon, 11-cidon baslayaraq (n > 10) biitiin hadler ti¢iin |a.— 2| < 0,1
miinasibati, 101-cidon baslayaraq (» > 100) sonraki biitiin hadlor i¢iin
|an— 2| < 0,01 miinasiboti ddonir. Umumiyatla, istonilon & > 0 adodine géra
elo N ndmrasi tapmagq olar ki, n > N sortini 6doyon biitiin n-lar liglin

|a.— 2| < ¢ olur. Bu halda deyilir ki, baxilan ardicilligin limiti 2-dir.

Tarif. Tutaq ki, istenilon € > 0 vo a, ardicillig1 liglin elo N ndmrasi var ki,
bu ndmradon sonra galon biitiin n-lor (n > N) ligiin |a.—a| < €
barabarsizliyi 6donir. Onda a adadinag a, ardicilliginin limiti deyilir vo bu

lima,=a
Nn—0o0

kimi yazilir.

Torifdon aydindir ki, a ododi a, ardicilli-

ginin limitidirso, verilmis & adadi li¢iin

ardicilligin miioyyon ndmradon sonra gala S —
biitiin hadlori (a—¢; a+ ¢) otrgfinda

yerlasir vo bu otrafdan konarda c1lligin

sonlu sayda haddi yerlogo Bilor. o T 5

demokdir ki, n > N ol oordin@Sisteminda (7;a,) noqtalori
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9dadi ardicilligin limiti

lim a, = 0 olarsa, a, ardicilligia sonsuz kigilon deyilir. Masalon, n-ci hoddi

-—13; ,% (A har hansi adad, ke N) olan ardicilliq sonsuz kigilondir.

Hor bir yigilan ardicilliq onun limiti il sonsuz kigilonin comina barabardir
vo tarsing: lima,=a Sa,=a+ oy, limo, =0
n—:aoo n—00

— 2n+ 1 _ 2” 1 _ L : _1 — -
Mosalon, W= == = = 24 Vo nll_l}go p 0 oldugundan,
2n+ 1 SR . - 2n+ 1
= ardicilligr yigilandir vo limiti 2-ys barabordir: l}g}o - =2

Niimuna. Ardicilliglarin limiti varsa, tapin, yoxdursa, sobabini izah edin.

o) L2 3 45 o n L1390, 3
2 3 4 b 5 b 6 7n b n+1’ ) 3 b b b b EANRERS AN
Hbolli: a) Gostorak ki, #,= ] ardicilligi tigtin lim #, = 1. n — oo olduqda
n |, |n-n-l| n
‘n+1\ 1= ‘ o ‘ = —0 oldugundan, tsrl.ftegorahanrl 1.

Ardicilligin limitinin 1-o borabar olmasini n-in 08
kifayot qodar qiymatlori li¢lin koordinat miiste-
visinda (n; t,) ndqtalerini qeyd etmoklo do gormok
olar.

24 6 8 107

b) n sonsuz boyldiikcs a, = 372 ardicilliginin hedlarl sonsuz bdyiiyiir, yoni
sonsuzluga yaxinlasir. Demali, ardicilli§in son i yoxdur. Uygun noqts-
lori koordinat sistemindo qeyd etmoklo do §un' orik.

Dovri onluq kasrlor sonlu limit

3 3 3
033333)= —5+ 00

Baxilan dévri o i hoddi bu=3 - 10™, silsilo vurugu ¢ = %

in comidir. Bu sonsuz coma onun ilk # haddinin

od3gli ardi®lliglara bir niimunadir.
3 1
+

000 7 3

03012101 03 _ 1

L —y 09 3 olar.
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9dadi ardicilhi@in limiti

Qeyd edak ki, a. adadi ardicilli1 natural adadlor ¢coxlugunda toyin edilmis
funksiyadir. Gostormok olar ki, a,= f'(n) vo lim f(x) = A olarsa, onda

2+ x _ 2 2n* + n

lima, = A. Masalon, lim oldugundan, 1'%10%:%— .

Nn—>00 x—to 3x2+ 1 3

Funksiyanin x—oo olduqda limitinin molum xassalori ardicilligin limiti tigiin
do dogrudur.

Tutaq ki, x, va y, ardicilliqlart yigilandir volimx, =a ,limy»=b . Onda
Nn—00 n—a0

1) lim (xa+ y»)=limx, + limy,=a+ b
n—a0

n—o0 n—o0

2) lim (x» —y») =limx, —limy,=a—b

n—0ao n—aoo n—0a0

3) lim (¢-x») = c:lim x» = c-a (burada c har hansi sabitdir)
N—00

n—ao

4) lim (x, - yo)=limx, - limy,=a - b

n—0aoo n—oo n—0o0
. lim x a
Xn  _ no_
5) nh_To Vn Climy, b (6£0,y:#0)

Niimuna. Hesablaym: lim (\Nn2+ 2n — n)
Holli: Métorizo daxilindoki ifadoni qosma irrasional ifadoyo vurub-bolorak,
limitlor haqqinda xassalori totbiq etsok,

(\Nn*+2n —n) (\N\n?>+2n
Nn*+2n+n

lim Ml;l’lz_:
= N2+ 2n+n

lim(Vn*+ 2n — n) = lim

i 2 Lo \z A
= lim =i = =1 alarqg.
n—ow n2(1 + 2 )+ n n—oo 1+O + 1 q
n

Oyranmo tapsirigl

qlarm Ygdlorinin hansi adads y1gildigini toxmin edin.
55;0,55555; ...
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9dadi ardicilligin limiti

& Ardicilligin limiti varsa, yazin. Yoxdursa, sobabini izah edin.
a)l;—1;1;-1;1;-1; 1; -1, ...
b) 5,9; 5,99; 5,999; 5,999 9; 5,999 99; 5,999 999; ...
¢) 3,1; 3,01; 3,001; 3,000 1; 3,000 01, ...
d) 3;2,9; 3; 2,99; 3; 2,999; 3; 2,999 9, ...

|i an= _7_ 1 diisturu ilo verilmis ardicilligin z = 99; 999; 9999 némrali

hadlorini tapin vo alinan qiymetlori miiqayise edin. n-in qiymatlori
boytidiikea |a. — 1] ifadesinin qiymatinin doyigmosi haqqinda yazin. n—o0
olduqda a, — 1 sonsuz kigilondirmi? lim a,-1 tapin.

|i Verilmis ardicilligin limiti varsa, tapin. Yoxdursa sobobini izah edin.

1 2 3 _n-1
a) ’273 9 47 bl n
2
b l-i~i-16;...; fin) = &
) 2’3 4’5 n+l1
c) 2;1;L;L;L;.....; fin) =p2n
27478
_l)n
d) 45 l;42:51: 4450 o g5+ &
5 43 54 45 56, ;o fn) o

|i Limitlori hesablayin.

: 2 . 5n+3 . 6n-—1
DG+ 2) Jim =, M3 72
4) lim—211 5)lim— =L jm 21+ 3n°
n—>oon2 + 1 n— oo n3 —+ —5 00 n2 + 1
n . 6
7 lim 1n(3") 0 lim V" 2nt 1
n—oo n n— 0 1 _ 2713
nt+1

_ 2n—1 :
) Pt

14) lim 7 D0 1)
100 Q2n+ 1)n

16) lim (N4n> + n—2n)

n— o
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9dadi ardicilligin limiti

Monoton vo mohdud ardicilligin limiti

n-in biitlin qiymotlorindo a.+1 > a, 6donorss, a, ardicilligl artan, a,-i<an
. n w
0donarso, azalan ardicilliq adlanir. Masalon, a,= P ardicillig artandir.
Dogrudan da,

n+1 n (n+1)’—n-(nt2)

1
wt 2 el )t () (mr1) 0

An+1—An=

Cn =% ardicillig1 iso azalandir. Bu ardicilligin biitiin hadlari miisbatdir vo

okl o _ptl 3wkl L 1 N2
Cn 3"*1 . 3n 3n+1 n 3n 3 (1 n )— 3 1

oldugundan c,+1<c, alariq,
Artan vo ya azalan ardicilliqlara monoton ardicilhq deyilir.

Monoton ardicilliglara qrafikls verilmis niimunalar

Xn n
1 00000000000000 1,4 »
o o
081 o°° artan ardicilliq . azalan ardicilliq
044 ° 1.2 n+3
R " : -
0,4 Xn= 00000 n
n+5 1 Q000000000000 p
0,2 n 3=
0 20 40 60 80 100

T T T T I=
0 20 40 60 80 100

Hoar hans1 m vo M adadlori ligiin m < a,< M (ne N) borabarsizliyi 6donarsa, a.

ardicilligina mohdud ardicilliq deyilir.
Veyerstras teoremi. istanilon monoton vo mohdud ardicilhigin limiti var.

Ikinci gorkomli limit

Gostormoak olar ki, imumi ha

}i en=g(1+ -3 dicilliq artan vo moh-
dud oldugundan, limiti var v&¥e ingd

edacayik:

3. lim (

n—oo

Niim

Holli: li 1= lim ((1+ %)5)2 =

n—00
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9dadi ard1c1lllg1n limiti

limitini hesablayin.

Holli: hm( 1 )y =lim ((1+ ni 0 )T )mzem“”“ = ¢b

lim (1+ )" = e miinasibatinda » natural adoddir. Gostormak olar ki, x

= e miinasibati dogrudur.

Sonuncu miinasibati % = tilo oavaz etmaklo hm (1+¢ )’ = e kimi do yazmagq
olar. Bu limitdon istifado edorok 11m le 1 oldugunu da gostormok miim-

kiindir.

1
Niimuno. lim (1 + ¢ ? limitini hesablayin.

L\5 1
Holli: lim (1 + t)2’— lim ((1 + t)T)2 e’=1e
Oyranmo tapsiriglar

|6.  Limitlori hesablaymn.

) lim (1+ -y blim (149" olim (273
5 3+t

. el . = t+3 t

O (140 ip (140 Dl (413

|l a,- 3 ardicilliginin monoton a; lan @ ldugunu arasdirin vo
limitiftin 1-o barabor oldu 0
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Umumilasdirici tapsiriglar

|1. Limitlori hesablayin (agor varsa)

1. liral (*—4x+ 1) 2.lin} 3(1 = x)(2 —x) 3. 1in31 x+3
x— x— X— x+ 6
4.1im 2 5. 1im _ X'~ 1 6.lim x> —1
t——4 4—t x——4 Y+ 1 x——1 X+ 1
7.lim X=6x+9 8. lim X * 2% 9 fim__ 1
x—3 x2 -9 x—-2 x2 -4 =24 h2
10. lim 3/ + 4h* 11. lim =2 -1 12.lim  \4+h-2
=0 T2 3 x—3 3 =0 ——
X
13.1im =21 14.1im _x—2| 15. lim £ =20+ 1
x—0 x_2 x—2 x_2 t—1 tz_l
|& Funksiyanin kosilmazliyini aragdirin. .
x +
Dfix)y=m=n 2) flx)=x>+ 8x—10 3)f(x)=m
x+2 sin x ~1—cosx
V=T oas MW= 6)flr) =

|i x-in modulca ¢ox boylik qiymatlorinds rasional funksiya 6ziinii surat vo
moaxrocdoki ¢oxhadlilerin bas hodlorinin nisbatinin ifads etdiyi funksiya kimi
aparir. Bu funksiyaya verilon rasional funksiyanin sonsuzlugda doyismasini
gostoran model do deyilir. Verilon funksiyalarin sonsuzlugda modelini miioy-
yon edin. ©gar varsa, iifiiqi asimptotunu tapin.

2x+ 1 2+ Sx—1 X —4x*+3x+ 3
Df=F7557 DO="pi IW="""773 /
|i Qrafiko goro tapin (miimkiin olduqda). - IEL€))
a)limh () b)limh@) o)limh (x) d)h(-1) EERE
/13 O x
e) lin%]z (x) lim3 h(x) g) lirr31 h(x) h) G
x— x— 3t x— 1 T

m1ygérinoWyetiron sirkatin xlisusi
raki kilometr tiglin 1

|i Sarnisinlorin aeroportdan otellors dasin
taksilori ilk kilometr tigiin Wana 0
manat 25 qopik alir.

a) Xidmot haqqint ginin oks etdiron grafiki ¢okin.
b) Bu situasiyaya uyg 1 funksiyasiin kosilmozliyini aragdirin.

|i Bir ¢gevro daxi ilmis\@iizgiin dordbucaqli, sakkizbucaqli, onaltibucaql
vo s, diizgiin ilarin perimetrlori ardicilliginin artan vo mohdud
oldu
+
|l fx)= I nksiyasinin x = 0 noqtosinda sag vo sol limitlorini tapin
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Firlanma fiqurlar.
Silindr, konus, Kiira

1y

* Firlanma fiqurlar

* Silindr

* Silindrin sathinin sahasi

* Konus

* Konusun sathinin sahasi

* Kasik konus va sathinin sahosi

* Kiira vo onun hissalori

* Kiiro sothinin sahasi

» Kompleks fiqurlarin sathinin sahasi
* Firlanma fiqurlarinin miistovi kasiklori
* Oxsar fiqurlarin sothinin sahasi

Riyazi liigat
¢ firlanma oxu ¢ kiira
¢ firlanma fiqurlar ¢ boyiik daire
¢ silindr ¢ kiiro seqmenti
¢ konus ¢ kiiro qursagi
¢doguran ¢ kiira qat1

Bunu bilmak maraqhdir. Béyiik yunan alimi Arximed
kiiranin vo onu ohato edan silindrin hom sathlorinin, hom
do hacmloari nisbatinin 2:3 kimi oldugunu agkar etdikds
cox hayacanlanmigdi. Riyaziyyatci, fizik, mithendis kimi
boylik kosflors vo ixtiralara imza atmis

rximedi tanimayan asgor onu qatlo
sof, yazig1 Siseron

ox sonralar (tarixi molumatlara
oro 137 il sonra) onun gabrini
tapmisdi. Siseronun bu igi bir
¢ox rossamlarin  asarlorinin
movzusu olmusdur.




Firlanma fiqurlari

Dulusculuq gilden hazirlanmis palgiq kiindslorinin ox otrafinda firlanmasi
ilo xiisusi formaya salinmasi va bisirilmasi ilo kera-
mik gablarin hazirlanmasi sonatidir. Bu sonat indi
do yasamaqdadir. Azorbaycanin miixtalif rayon-
larinda kuza, qazan va s. kimi moisot qablar1 diizal-
don sonotkarlar foaaliyyot gostorir. Gil palgigi
miixtolif formalara salan dozgahin is prinsipini
arasdirin.

https://www.youtube.com/watch?v=4Qiu4iFeXI0

Miistovi fiqurun (ayrinin verilon araliqda ohato etdiyi miistovi hissasinin)
miloyyan ox otrafinda bir tam dovr firlanmasindan miixtslif foza fiqurlar
aliir. Bu oxa firlanma oxu deyilir.

Silindr, konus, kiira bu ciir firlanmadan alinan sados foza fiqurlaridir.

Masalon, diizbucaqli tigbucagin kateti otrafinda firlanmasindan konus,
diizbucaqlinin bir torafi otrafinda firlanmasindan silindr, yarimdaironin di-
ametri otrafinda firlanmasindan iso kiiro yaranir.

L firlanma oxudur

cevrasinin uzunlugu = 2mx

i uzunlugu = 2my

cevrs
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Silindr

Ictimai binalarin, otellorin, xostoxana-
larin girisindoki firlanan siiso qapilar
firlanma fiqurlariin neco alindigini
tasavviir etmak iiglin ayani niimunadir.
Qapmin diizbucagh lay1 torpanmoaz da-
yaq otrafinda firlanaraq silindr cizmis
olur.

Paralel miistovilor iizorindo yerloson vo paralel kdg¢iirmado iist-iisto diison iki
kongruyent miistovi fiqur vo onlarin uygun noqtoalorini birlogdiron biitiin
parcalarin yaratdigi foza fiquruna silindr deyilir. Bu miistovi fiqurlar silindrin
oturacaqlari, onlarin uygun noqtolorini birlogdiron pargalar iso silindrin dogu-
ram adlanir. Dogurani oturacaq miistovising perpendikulyar olan silindrs diiz
silindr, oks halda mail silindr deyilir. Oturacaq miistovilori arasindaki
masafoya silindrin hiindiirliiyii deyilir.

U

A

__________
-

iist oturacagh [

A

\/-

Yy alt oturacaq alt oturacaq

ail silindr

Diiz silindr

don belo naticaya golmak olar ki,
ds baxmaq miimkiindiir.

- S

Asagida verilmis sokillari
prizmaya silindrin_xiisu hall

\

N
IIIIIW!!!!!!!:, i
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Silindr

Oturacagi dairs olan diiz silindrs diiz dairavi silindr deyilir.

Biz bundan sonra silindr dedikdo diiz dairavi silindri nazaorde tutacagiq.
Digor hallarda silindrin slamatlari geyd olunacaqdir.

Diiz dairovi silindro hom do diizbucagqlinin bir torofi otrafinda
firlanmasindan alian faza fiquru kimi baxmaq olar.

Diiz dairavi silindrin dogurani hiindiirlityiino borabordir.

Oturacagindaki daironin radiusuna iso silindrin radiusu deyilir.

Diizbucaqlinin miixtalif toroflori otrafinda firlanmasi ilo hiindiirliyli bu
toroflor olan silindrlor almaq olar.

Diiz dairavi silindrin oturacaqlarinin markozlorindon kegon diiz xotto
silindrin oxu deyilir.

l-doguran
h-hiindiirliik
r-radius

Oturacagqlar

Diiz dairovi silindr Mail dairavi silindr

Oyranma tapsiriglar.

Mail silindrin doguran1 12gfh
omolo gotirir. Silindrin hiin iy

isi ilo 60°-li bucaq

aqlifiin toraflorindon biri otrafinda
iirliiylinli vo oturacaginin diametrini

Taroflori 3 sm va 4 sm @lan di
firlanmasindan alin indrin h

9 30'Sm olan diizbucaqli kagiz veraqi yuvarlaq
silindrin oturacaginin radiusunu tapin (iki hala baxin).
Cavabi\l irlora gqodar yuvarlaqlasdirin.
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Silindrin sathinin sahasi

Silindrin yan sathinin vo tam sathinin sahasi.

Miixtalif 6lgiilii silindrlori kagiz iizorindo agilis sokillorini ¢okib, kosib
yapigsdirmaqla quragdirin.

Mustafa silindrsokilli firga ilo divari ronglayir. O, iso sorf olunacaq vaxti
hesablamagq ti¢lin firganin bir tam dévriinds na qadar sahanin ranglondiyini
bilmak istoyir. Siz ona hans1 maslohatlori verardiniz?

Firca silindrik formada oldugundan bir tam dévrde silindrin yan sathinin
sahasi qodar diizbucaqli formali miistovi hissasini ronglomis olacaq.

Silindrin tam sothinin sahasi do prizmanin tam sothinin sahasine oxsar diis-
turla hesablanir. Silindrin tam sothi onun yan sothindon ve iki konqruyent
dairodon ibarotdir.

Hiindiirliiyti 4, radiusu 7 olan silindrin yan sothino 6l¢iilori 27t vo 4 olan
diizbucaqlinin  radiuslu ¢evronin atrafina biikiilmasi kimi baxmagq olar.

% "

=

2nr

Silindrin yan sathinin sahasi oturacaq cevi@siningigunlugu ilo hiindiirliyi
hasilino borabordir:
@ Syan

sahasi ilo oturac

borabordir:
Stam = Syan

=2nrh r2=2nr(h +r)
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Silindrin sathinin sahasi

Niimuna. Hiindiirliiyii 12 sm, radiusu 5 sm olan silindrin
tam sothinin sahasini tapin.

Holli: Sysn =2nrh =21 -5 - 12 =120 © = 376,8 (sm?)
See=nrr=mn-52=251 = 78,5 (sm?)

Stam = Syan + 2Set= 1201 + 2:251 =170 © = 533,8 (sm?)

Oyranms tapsiriglar

|L Verilon 6l¢iiloring gors silindrlorin tam sathinin sahasini tapin.

—
o ? 1’4m 9 Q=
sm

2 sm

a)

\

.'

|& Agz1 ag1q silindr formali gabin ham xarici, hom daxili sathi boyanmalidir.

Boyanmali sahoni tapin.
<

a) b) 20 sm C) ’

13 sm Q 25 sm

g sm

20 sm
|i Prizma va silindrlorin tam sathlorinin sahasini hesablayin.

a) 3sm b c S“‘ d
K & 4 |
5 sm

5sm

o0
g

'

15 sm

Diiz iichucagli prizma Diizgiin sakkizbucagqli prizma

Silindrin oturacagimin radiusu v hiindiirliifti iki'dofo artirilsa:
a) silindrin yan sothinin sahasi neco dofiisor’
I

b) silindrin tam sothinin s%si n

[=

[

[= [ [

dir. Qutuya on az1 ne¢o kvadrat santimetr karton islodilmisdir?
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Silindrin sathinin sahasi

Tatbiq tapsiriqlar:

Niimuna 1. Oturacagl yarimdairs olan vo odlgiilori

sokildo verilmis diiz silindrin yan sothinin sahosini “ 7
m

tapin. im

Hoalli:  Symwes=mnrh+ 2rh=mn-7-16 + 14-16 =

=112n + 224 = 575,86 (m?)

Niimuno 2. Sokildos verilonlora gors oturacagi 40°-li daira
sektoru olan diiz silindrin tam sathinin sahasini tapin.

Hoalli: Stam= 2 Sot+ Syan Oldugunu bilirik. A
Sektorun saho diisturuna goro: 0 20 sm
0 40 o

Sot ZWWZ =360 * 92 =97 (sm?)

Fiqurun yan sathi radiusu 9 sm, hiindiirliiyli 20 sm olan silindrin yan sothinin
— hissosi godor iistogal dlgiilori 9 sm x 20 sm olan iki konqruyent diizbucag-
lidan ibaratdir:

Sy =g 21:9-20 + 2:9-20 = 407 + 360 (sm?)

Belaliklo, Stam= 2" Sot+ Syan=2 - 91 + 407 + 360 = 58w + 360 ~ 542,21(sm?)

|& Sokilds verilon Ol¢iiloro gors diiz dairavi silindrin hissalori olan fiqurlarin
yan sathinin vo tam sothinin sahosini tapin.

d) 20sm 7 sm
b) N\ sm c) ,
’3 sm /
T\ 32sm u 50 m G
4sm 20 m

M). Masin vo mexanizmlorin bozi detall
silindr sokillidir. Oyuq siliyi
yan sothlorin comi kimi
radiuslarin forqi nozoaroglin
nozors alaraq:

othini v#fam sothini hesablayin. *—10 sm—

hinin vo tam sathinin sahasini hesablamaq tigiin
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Silindrin sathinin sahasi

|12.

|13,

|14,

|15.

116.

Asfaltborkidon masinin asfalti1 barkidib diizloyon
iki silindrsokilli hissesi var. Boytik silindrin hiin-
diirliiyii 1,25 m, diametri iso 1,5 m-dir. Bu hisso bir
tam dovrds na qadar yer sothini diizloyor?

Silindrsakilli hadiyys qutusunun ortiiyiinii agma
xatti qiriq xatlo nisanlanmisdir.

Rongli ip agma xattinin bir ucundan baslayaraq
silindro sarinmis (bir qat) vo onun digor ucuna borkidilmisdir. Silindrin
oturacaginin diametri 4 sm, hiindiirliiyi 10 sm olarsa, ipin uzunlugunu
tapin.

Gostaris: Silindrin agilis sokli izorinds ipin hondoasi izahin1 miisyyen edin.

Oyun sahasini diizlomok ii¢lin diametri

84 sm, uzunlugu 120 sm olan silindrik bara-
ban 500 dofo tam dovr etmalidir. Oyun
sahosi neco kvadrat metrdir?

Radiusu 10 sm, hiindiirliiyli 12 sm olan silindrin i
icindo sokilds gostarildiyi kimi oturacaginin to- i
roflori 3 sm, 4 sm, 5 sm olan diiz tighucaqli priz- i
ma saklinds oyuq agilmigdir. Alinan fiqurun tam i
sothi boyanmalidir. No godar saha boyanmalidir? i}
————— e

ar1 polietilenlo oOrtiil-

Olgiilori sokildo gdstorilon istixananin
i lonlarla satilir. Bu isi

molidir. Polietilen uzunlugﬁ m,
gérmak iiclin an az1 neg¢o ru
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Konus

Hor hansi miistovi fiqurun ndqtalorini onun miistovisine aid olmayan
noqta ilo birlogdiron biitlin pargalarin yarat-
dig1 foza fiquruna konus deyilir. Miistovi
fiqura konusun oturacagi, homin néqtoyo
150 konusun topa noqtasi deyilir. Konusun
topasindon oturacaq miistovisine endirilmis
perpendikulyara konusun hiindiirliiyii de-
yilir. Oturacag1 dairs olan konusa dairavi konus, topasi oturacaginin
markazing perpendikulyar proyeksiyalanan dairavi konusa iss diiz dairavi
konus deyilir. Dairovi konusun tops ndqtosini oturacaq g¢evrasinin hor
hans1 ndqtosi ilo birlogdiron par¢aya konusun dogurami deyilir. Bundan
sonra konus dedikdo diiz dairovi konusu nazords tutacagiq.

Konusa diizbucaqli iighucagin katetlorindan biri otrafinda
firlanmasindan alinan faza fiquru kimi do baxmagq olar.

Konusun tops noqtasindon vo otura-
caginin morkozindon kegon diiz xotto
konusun oxu, oturacaginin radiusuna
159 konusun radiusu deyilir. Konusun
dogurani, hiindiirliyii vo radiusu
arasinda I *=h*+ r * miinasiboti
dogrudur (Pifaqor teoremino goro)

hiindiirliik

oturacagin radiusu
Konusun qurasdirilmasi.

Molumdur ki, diizbucaqlin1 yuvarlaq biikm
Dairo sektorunu yuvarlayaraq biikmoklg konus

dkindr qurasdirmaq olur.
dirmagq olar.

Sekto radiusukonusun doguranina, qovsiiniin uzunlugu iso oturacaq
cevrasini guna barabar olur.
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Konus

Kicik layiha isi. Dairs sektoru ilo konusun dogurami va oturacaginin ra-
diusu arasindaki slaqoni arasdirin.

1. Tutaq ki, konus radiusu R vo markozi bucagi a® olan dairs sektorundan
qurasdirilmisdir. Konusun oturacaq radiusunu hansi diisturla hesablamaq olar?

* Sektorun qdvsiiniin uzunlugu 360 2nR  disturu ilo hesablanir.

* Sektorun qdvsiiniin uzunlugu ham do konusun oturacagi olan dairoanin
cevrasinin uzunluguna borabardir. Oturacagin radiusunu tapin.

2mr=-% . 2R, S o
=360 " "= 360 R

¥ Radiusu 12 sm vo morkoazi bucagi 45° olan dairs sektorundan qurasdiril-
mis konusun doguraninin uzunlugunu vo oturacaginin radiusunu tapin.

2. Tutaq ki, konusun radiusu » vo dogurani /-dir. Konusun yan sothinin agilis
ne¢d daracali moarkazi bucaga uygun dairs sektorudur? Umumi diisturu yazin.

N
N\
\ X onl =2nr
360

vV Morkoazi bucagi ne¢o doraco olan dairo sektogmmgan oturacaq radiusu

¥ Yarimdairadon dﬁzaldilmiw)nus
miloyyon edin.
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Konusun sathinin sahasi

Praktik masgals. Konus. Yan sathinin sahasi

vV Kagiz iizorinds radiusu 3 sm olan daira ¢okin.
V' Dairani alti1 barabar hissaya béliin

v Daironin ¢gevrasinin uzunlugu 2n-3 = 6m, barabor
qovslarin har birinin uzunlugu r olacaq. Bu dl¢iinii
dairs {izorinda geyd edin.

v Bir hissoni sokildo gostarildiyi kimi kasib ¢ixarin
vo qalan kagiz1 biikkmoklo konus diizaldin.

a) Konusun oturacagindaki dairanin ¢evrasinin uzunlugunun 5r oldugunu
gostarin.

b) Oturacagin radiusunu tapin.

¢) Verilmis daironin sahosini tapin.

d) Bir hissoasi kasilib ¢ixarilmig daironin sahasini tapin.

¢) Konusun yan soathini va tam sathini hondoasi olaraq izah edin.

Indi isa gevronin miixtolif sayda barabar hissalorini kasib ¢ixarmagla
miixtalif konuslar diizeldin.

a) Konusun oturacaginin radiusunu 6l¢iin.
b) Konusun doguranini dlgiin.

Oturacagin
radiusu

Dogurani

inin

sa
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Konusun sathinin sahasi

Konusun yan sathi, tam sathi

Konusun sathi onun yan sathindon vo otura-
caq dairasindon ibarotdir.
Sokilda konusun oturacaq radiusu r,

dogurani / ilo gostorilmisdir.
Konusun yan sothi radiusu / olan daironin miioyyon 6 morkozi bucagina
uygun sektordur.

Demali, sektorun sahasi, elo konusun yan sothinin sahasidir.

v Sektor radiusu / (¢evrasinin uzunlugu 27/) olan daironin miioyyan his-
sosidir.

v Sektorun qdvsiiniin uzunlugu konusun oturacaq 2nr
cevrasinin uzunluguna, 2mr-9 barabordir.

v Sektorun biitdv daironin hansi hissasina barabor Q
oldugunu onun qovsiiniin uzunlugunu, biitov ¢evronin |

uzunluguna nisbotini yazmaqla tapa bilorik.

sektorun qovsiiniin uzunlugu  2nr

biitdv ¢evronin uzunlugu - 2ml

r
/

Demali, sektor daironin —'; hissasini tagkil edir.

: . . 2 - r . .. . 2 r
v Daironin sahosi 7/~ oldugundan, onun—- hissasinin sahasi 7t/ e
. 2 r
olar. Demoli, Sym=m/" — =mnlr,

S yan =7rl

Konusun yan sathinin sahasi oturacaq ¢evrasinin uzunlugunun
yarist ilo dogurani hasilino barabardir.

¥ Konusun tam sathinin sahasi:
Stam:Syan+Sot:TCI’I +
Stam= Trl + Wr?* voya a

Niimuna. Sokilda verilonlara
sahasini tapin.
Holli: Verilir:

n yan sathinin vo tam sathinin

d=5

v
1
1
1
1
]
]
1
1
1
1
1
]
1
T
1
1

=\2,5°+ 6= 6,5 (m)
Sym=m"6,525=16251 (m); S un=22,751 (m?)
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Konusun sathinin sahasi

1.

3.

d)

Oyranms tapsiriglar

Radiusu 25 sm, qovsiiniin uzunlugu 147 sm olan dairs sektoru
verilmisdir.

a) Sektorun markazi bucagi ne¢o doracadir?

b) Bu sektordan diizoldilon konusun oturacaginin radiusunu vo yan
sothini tapin. &~/
¢) Konusun hiindiirliyiinii tapin. \1

d) Konusun tam sathinin sahasini tapin. \

Y

Sokilda verilonlora gors konuslarin tam sathinin sahosini tapin.

18 sm

4 sm

Konusun tam sathini kalkulyatorla hesablayarkon uygun doyisonlorin ve-
rildiyi halda n/r + nr? ifadesindon, yoxsa + r) ifadasindon istifado

olverislidir? Fikrinizi yazin.

a) konusun doguraninin ywathi onv adiusundan asililgimn

ifados edon;

b) konusun oturacaq ragdius an §gthindon vo doguranindan asililgimi
ifads edon diisturu_yazi

o 18 mm
agz1 aciq
- _\
a) agz1 agiq b) 4 Y
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Konusun sathinin sahasi

|i Agiq tipli sual. Konusun oturacaq radiusunun doguranina olan nisbati

% -dir. Bu konusun yan sothins uygun iki qiymst yazin.

|l Fiqur silindr vo konusdan quragdirilmigdir. __________
Sokilda verilon dlgiiloro goro bu fiqurun sothinin =~ ~—10—
sahasini hesablayn.

25 sm

|§ Hiindiirliyti 80 sm vo oturacagiin diametri 120 sm olan konusun yan
sothinin vo tam sathinin sahasini tapin.

|& Sokilde verilon dlgiilorine goro
fiqurlarin tam sathinin sahasini
hesablayn.

9m
diizgiin dordbucaqli piramida

m). Katetlor 3 sm va 4 sm olan diizbucaqli iicbucagin hipetonuzu otrafinda
firlanmasindan alinan cismin sathinin sahasini tapin.

IE‘ Sokildaki iigbucaq asagida verilon oxlar otra- ¥

finda firlanir vo har bir halda foza fiquru alinir.

Alinan foza fiqurunu tosvir edin, tam sathj X
sahasini 7 vahidlos tapin: )

a) y oxu otrafinda b) x oxu otrafinda; -2 |0 P 4x
c) x =4 diiz xatti atrafmdf _~

d) y = 3 diiz xatti otrafinda.

|1_2. Konusun 10 sm? o sothi a da bucagi 36° olan sektor alinir.

inin sahasi 96t sm?, onun agilisi
olan dairs sektroudur. Bu sek-
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Konusun sathinin sahasi

M- Isbat edin ki, yarimdairadon qurasdirilmis konusun yan sothinin sahosi
oturacaginin sahasinin iki misling barabardir.

Tatbiq tapsiriqlar
Leyla golinciyino konussokilli papaq diizeltmak istoyir. Oturacaginin ra-
diusu 8 sm, doguranin uzunlugu 30 sm olan konussokilli papaq-kagizin

l15.

sahasi no qadordir?

|1_6. Stisodon hazirlanmis qum saati
sokildoki Olgiilarls siiso silindrin
icing yerlogdirilmisdir. Hansina
daha c¢ox siliso islodilmisdir,
silindrs, yoxsa konusa?

|1_7, Tikilinin dami konus
formalidir. Konus-damin
hiindiirliiyli 3 m, oturacaq
radiusu 1,5 m-dir. Damin
kiromitlo Ortiilii sahasini

6 sm

hesablayin.

. Tili 10 sm olan kubun daxilino oturacagi kubun iizlorindon biri tizerindo,
topasi qarsidaki tizds yerlogsmakla:
a) diizgiin piramida (oturacagi kubun {izii olan kvadrat);
b) konus (oturacagi kubun iizli olan kvadratin daxilino ¢okilmis dairos)
¢okilmisdir. Uygun tosvirlori siz do ¢okin. Daxilo ¢okilmis fiqurun yan
sothinin vo tam sothinin sahosini tapin.

|19,

Sokildo gostorilon raket modeli sili
konusdan qurasdlrllmlsdlrr;éilind i
liyti 20 sm, konusun hiindualii

liikklori Bir vahid, oturacaglarinin radiuslari \3 vahid olan silindrin
an sothlorinin sahalorini hesablayin vo miiqayiso edin.

Hin
v kon

120.
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Silindrin vo konusun miistavi kasiklari

Konus sathinin miistovi ilo kasismalori (konik kasiklor nazariyyasi) antik
dovr hondosasinin zirvasi hesab edilir . Apollonun (b.e.o 3-cii osr) aras-
dirmalarina goro doguranlari sonsuz (siia) olan konusun miistovi ilo ko-
siklori ellips (miistovi biitiin doguranlar1 kasirsa), parabola (koson
miistovi doguranlardan birino paraleldirss), hiperbola budagi (kason
miistovi doguranlardan ikising paraleldirss) ola bilor.

silindrin mustavi kasiklori

Silindrin oturacagina paralel miistovi ilo kosiyi dairadir.

Silindrin oxundan kegon miistovi ilo kasiyino ox kasiyi deyilir. Silindrin ox
kasiyi toroflori /2 vo 2r olan diizbucaqlidir. Demoli, Soxkes= 27h.

Ox kasiyi kvadrat olan (4 = 2r) silindro barabartarafli silindr deyilir.
Silindrin oxuna paralel miistovi ilo kasiyi do diizbucaqlidir.

2

ox k?stu

Konusun miistavi kasiklori

Konusun oturacaq miistovisino paralel miistovi kosiyi dairadir.

Konusun oxundan kec¢on miistovi ilo kasiyino ox kasiyi deyilir. Bu kasik
yan toraflori dogurana, oturacagi iso diametra barabor olan baraboryanli
tigcbucaqdir: Soxkes=rh

Ox kosiyi diizgliniigcbucaq(/ = 2r)olan konusa barabartarafli konus deyilir.
Asagidaki sokilde konusun miixtolif miistovi kosiklori gostorilmisdir.

= CD-AD = 64. Buradan
ali, 4 =8 (sm). AOMD-don:
2+ MD?= 32 + 42 =25, buradan » =5 (sm).
Belolikld, Sam= 2nr(h + r) = 21-5-(8+5) = 1301 (sm?).

115



Silindrin vo konusun miistavi kasiklori

1.

Oyronma tapsiriqlar
D e e
Silindrin ox kosiyinin sahasi (C_~6,] > 2. Hundur}uyu 6 S,
14 m? olarsa, silindrin yan oturacaginin radiusu 5 sm
olan silindrin oxuna para-

lel vo oxdan 4 sm
mosafada kegirilmis
kasiyin sahasini tapin.

sothinin sahasini tapin.

Konusun oturacaginin sahasinin ox kasiyinin sahasino nisbati 7-yo
borabordir. Doguranin oturacaq miistovisine meyil bucagini tapin.

Borabortorafli konusun oturacaginin radiusu R-o borabardir. Aralarindaki
bucaq 30° olan iki dogurandan kegirilon kosiyin sahosini tapin.

AB silindrin hiindiirliiyii, BD iso oturacaginin diamet-
ridir. AB =4 sm, BD = 6 sm, CD =4 sm olduguna goro
ACD tigbucaginin sahosini tapin.

Gostaris: Ug perpendikulyar haqqinda teoremdon isti-
fado edorok AACD-nin diizbucaql iighucaq oldugunu B
osaslandirin.

Konusun hiindiirlityii 20 sm, oturacaginin radiusu 25 sm-dir. Topadon
kegirilon vo oturacagin morkozindon masafasi 12 sm olan kosiyin sahosini
tapin.

Silindrik sokildo olan odun parcasinin di-
ametri 48 sm, uzunlugu 1,2 m-dir. Odun
sokildo verilon qaydada yartya boltinmiisdiir.
Bir hissonin tam sathinin sahasini hesablayin

Qurumus agacdan odundong?an
rilon 6l¢iilordo kotiik kosil
sahasini tapin.
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Kasik konus va sathinin sahasi

Diiz dairovi konusun oturacagina paralel miistovi ilo \
kasilmasindon kicik konus vo kasik konus alinir. Q\

miistavi kasiyi

=

v

paralel miistavilar

— 1ist oturacaq
g yan sath
hiindiirliik
<«— doguran
alt oturacaq

Kasik konus oturacaga paralel miistovi kosiyi ilo oturacaq miistovisi
arasinda qalan fiqurdur.

[

Kosik konusun yan sothinin sahasi boyiik konusun yan o
sathinin sahasi ilo ondan oturacagina paralel miistovi ilo /
kasilib ayrilan kigik konusun yan sathinin sahosi forqine /

barabardir. Sokildoki isaralomolori nozors alsaq, bu forq ‘\%\
asagidaki kimi olacaq: ’\}
Syamn=mr(l+ L) —nrli=n[(r—r)h +rl]

. +

Ugbucaqlarin oxsarligindan f’—ll = iz b

hr=r(l+1h) voya (m—r)h=r

yuxaridaki ifadasinds yaz
Syan =T (rll+ "ZI) =

Bu diisturu kasik konus

konusunffam sothinin sahasi yan sathi ilo alt va iist oturacaqlarinin
sahol3@ comige'borabardir:
nl(r+r)+ nr? + k= n(m+r)l+ n(rd + r?)
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Kasik konus va sathinin sahasi

Niimuno. Hiindiirliiyli 8 sm, radiusu 6 sm olan konus oturacagina paralel
miistovi ilo kasilmisdir. Alinan kasik konusun hiindiirliiyli 4 sm-dir. Kosik
konusun yan sathinin vo tam sothinin sahosini tapin.

Holli: Verilir: 2 =6, h = 8 sm, hxkon = 4 sm
Tapmali: Syan = ?

Stam = ? l,', ‘\\ ‘ }
= _V_2: ) ‘\‘ 1
Syan_ TCZ(I”1+V2), 7"1—2 , ’ . 8 sm 4 "
I=1= \&#+32=5. ‘ , z
Sym = 5(3 +6) =451 (sm?), ST =6

Sam= 367 + 91 + 451 =907 (sm?).

Oyranms tapsiriglar

a) Kosik konusun dogurani 4 sm, oturacaqglarinin ¢evra uzunluglari 18 sm
va 6 sm-dir. Konusun yan sgthinin vo tam sathinin sahasini tapin.
Hesablamalar zamani t = ER qabul edin.

b) Kasik konusun hiindiirlityii 4 sm, oturacaqlarinin radiusu uygun olaraq
3 sm va 6 sm-dir. Konusun yan sothinin vo tam sathinin sahasini tapin.

Kosik konus formali kagiz papagin aciq olan alt
oturacaginin radiusu 10 sm, st oturacagin radiusu isa

4 sm-dir. kosik konusun dogurani 15 sm-dir. Papagin
hazirlanmasina an azi ne¢o kvadrat santimetr kagiz islon-
misdir?

Sokilda verilonlora gors kosik konusun y.
tapin.

T O
. .. . 12 Sm
Sa loro goro kosik konusun yan ;
sothifig vo t othinin sahasini tapin. N ; J/ 24lsm
N/
v
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Kasik konus va sathinin sahasi

5.

Kasik konus formali vedranin alt oturacaginin diametri
22 sm, ag1q olan iist oturacaginin diametri iso 36 sm-dir.
Vedranin hiindiirliiyti 24 sm vo vedronin hazirlandigi
metal tobagonin Im?-nin giymati 5 manat olarsa, bir
vedroyo toxminon ne¢o manatliq material iglonor?

Kasik konusun oturacaqglarinin radiuslar1 vo doguraninin nisbati 1:4:5
kimidir. Hiindiirliilyiin 8 sm oldugunu bilorak yan sathinin sahasini tapin.

Tam sathi 5721 m?, oturacaqlarinin radiuslar1 6 m vo 14 m olan kasik
konusun hiindiirliiyiinii tapin.

Kasik konusun yan sothi S, oturacaqlarinin radiuslar1 isa R vo » -dir. Tam
konusun yan sathini tapin.

Kosik konusun dogurani 5 sm, oturacaqlarinin radiuslari 1 sm vo

5 sm -dir. Hiindiirliiyii vo yan sothi bu kasik konusun, uygun olaraq hiin-
diirliiyline va yan sothino barabar olan silindrin oturacaginin radiusunu
tapin.

|£). ABYX fiquru kosik konusun yan sathinin agilisidir.

b) Yuxaridaki i vo ticbucaqlarin oxsarligindan istifado

etmoklo x = oldugunu gostorin

c) AVEBivo XVYiektorlarinin sahasini tapin vo onlardan istifado etmoklo
ABYX osini, basqa sozlo, kasik konusun yan sathinin sahosini
tapin.
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Kiira va hissalarinin sathinin sahasi

Fozanin verilmis noqtosindon maosafalori
verilmis masafoni agsmayan biitiin noqtalor
coxluguna Kiira deyilir. Verilmis noqtoya
kiironin morkazi, verilmis mosafoyo iso
kiiranin radiusu (R) deyilir.

Kiiranin morkoszindon R mosafods olan biitiin
noqtalor ¢oxlugu kiironin sathini omols gatirir. Kiironin sothi sferadir.
Kiirs sathinin istonilon iki noqtasini birlasdiran diiz xatt parcasina kiironin
vatari (CD), morkozdon kegon votoro iso
kiironin diametri (AB) deyilr.

Yarimdaironin diametri otrafinda firlanmasin-
dan kiirs alinir.

D

Kiironin miistovi ilo hor hansi kasiyi dairadir. Bu daironin morkozi, kiiro
morkozindon kegon miistoviya ¢okilmis perpendikulyarin oturacagidir.

Kiiranin radiusu R, kason miistovinin moarkazdan masafasi d, kesikdo
alinan daironin radiusu » olarsa,

r?=R?-d?alargq.

Niimuna. Radiusu 10 sm olan kiirs morkozdon
mosafosi 8 sm olan miistovi ilo kasilmisdir. Kasiyin
sahosini tapin.

Holli: R =10, d = 8 oldugundan kasikdo alinan
daironin sahasi Skes = nr2=1- (R?—d ?) =1 (10> — 8%) = 36m(sm?) olar.

)

Kiironin morkazindon keg¢on miistovi kasiyi bu dairslor arasinda on
boylytdir vo boyiik daira adlanir. Boyiik dairo kiira ilo eyni morkozo,

radiusa va diametro malikdir.
g~

Boéyiik daira

)

\ /
’
0

Béyiik da;(_Yarzmkﬁra’

Homginin kiirp tizor1 sagidak¥kimi hissolori do ayirirlar.

3

kiira qati-kiironin iki paralel kasan kiira dilimi
miistavi arasinda qalan hissasi

kiiro s
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Kiira va hissalorinin sathinin sahasi

Praktik mosgala. Qruplarla is. Topun {izorini iplo ‘
ortma. §

Lazim olan materiallar: top, ip, voraq kagizlar.

1. Har qrupa bir top verilir. Topun tizorins bir-birini  g)

ortmoyacok vo bosluq qalmayacaq sokilds ip dola- b)

yaraq onu 0rtmoyas c¢alisirlar. Dari vo parga topu mis-

mara borkidib firlatmagqla bu isi daha asan yerins yetirmok olar.

2. Topun diametrini 6lgmok ii¢lin miizakirolor aparilir. Diametr miioyyon edil-
dikdon sonra onun radiusu hesablanir.

3. Kagiz voraq tlizerinds radiusu topun radiusuna barabar olan dord dairs gokilir.
4. Topa sarilmis ip acilir. Ip dord dairanin icini dolduracaq sokildo dairolors
yerlogdirilir. Kiira sathinin sahasi haqqinda fikirlor yiiriidiiliir, diistur yazilir.

Kiira sothinin sahasi

Radiusu r olan kiiranin sothinin sahasi S = 4rr? dusturu ilo hesablanir.

Radiusu 7 olan ¢evronin daxiline diizgiin
coxbucaqli ¢gokok. Uygun daironin diametri
otrafinda firlanmasindan alinan kiiranin sothino
doguranlar1 bu ¢oxbucaqglinin toraflori olan
konus, kasik konus va silindrlorin yan
sathlorinin cominin limiti kimi (¢oxbucaqlinin
toraflorinin say1 sonsuz artdigda) baxmagq olar.
Gostarak ki, coxbucaqlinin torafinin ox
otrafinda firlanmasindan alinan har bir cismin
(konus, kosik konus, silindr) yan sothinin sahasi
hiindiirliiyti bu cismin hiindiirliiyiine,
oturacaginin radiusu iso goxbucaqglinin apofe
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Kiiira va hissalarinin sathinin sahasi

Dogurani AB olan konusun yan sathinin sahasi: Sk=m - AB - BM
AAMB; ~ AATO oldugundan, AM _ BiM_

AT oT
AT -BiM = AM - OT baorabarliyinin her iki
torofini 2-ya vurub, 2-AT = AB, OT =r
oldugunu nozars alsaq, AB - BIM =2r1 - AM
olar. Demoli, Sx=7 - AB - BIM=2nr - AM
Dogurani1 BC olan kasik konusun yan sathinin
sahosi Sic=n(BM + CN) - BC vo

QG = M oldugundan,

Si=2n - QG - BC olar. BP
Digor torofdon ABPQ ~ AQGO oldugundan, oG - 0

Q
QG - BQ = BP - OQ baraborliyinin hor iki torofini 2-ya vurub, 2 - BQ = BC,

2 - BP=MN, OQ = r1 oldugunu nozars alsaq, QG - BC =ri- MN vo
Sk =2mr1 - MN olar.

Dogurani CD olan silindrin yan sathinin sahasi ti¢lin Syan= 2771 - NK oldugu
aydindir. Oxsar qayda ilo dogurani1 DE olan kosik konus vo dogurani EF olan
konusun yan sathi {igiin uygun olaraq Skx2=2nrKL, Sio=2nrLF alariq.

Belolikla, AF diametri otrafinda firlanmadan alinan cismin sothinin sahasi
S=2nr(AM + MN + MK + KL + LF) = 2nri-AF = 2nr1 - 2r =4 mrriolar.

Coxbucaqlinin teroflorinin sayini sonsuz artirsaq, »; qiymati kiironin radiusuna,
aliman cismin sothinin sahasi kiirenin sothinin sahasine yaxinlasacaq. Belsliklo,
kiiranin sothinin sahasi li¢lin Skiwn = 2777- 27 = 4172 alariq.
Oyranma tapsiriglar

I_. Kiirolorin sathinin sahosini hesablayln

Futbol topu
r=11

Basketbol topu

r=109sm d=43sm d= 243sm

Ii Ayin 8lametg@Yerin diametrinin dérdds biri godordir. Bu
iki soma@@tSminin sothlorinin saholori nisbatini yazin.
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Kiira va hissalarinin sathinin sahasi

|i Sokildoki yarimdairs x oxu otrafinda bir tam dovr
firlanmigdir. 4
a) Hans1 foza fiquru alinmigdir? 2
b) Bu fiqurun sothinin sahasini gokildo verilonlora —
gora hesablayn. T

|
|
v |

|i Radiusu 5 sm olan kiironin sathinin sahasi radiusu 4 sm olan konusun yan
sothinin sahosindon 5 dofs ¢oxdur. Konusun hiindiirlityiinii tapin.

Kiiranin sathinin sahasinin Arximed izahi:
Tutaq ki, sakild> gos-|Bu fiqgurun firlan-|Bu foza cismi iki| Coxbucaqlimin toraflori-
torildiyi kimi, diizgiin|masindan kiira va|kasik konusdan va|nin sayini sonsuz artirsaq,
¢oxbucaglimin  daxi-|onu orton faza cismi szlmdrdan ibarat-|foza cismi formaca kiiraya
lina daira ¢akilmisdir|\alinir: daha ¢ox yaxinlasacaq.

@0 € E

Kasik konuslarm vs silindrin sathlarinin camini tapsaq, kiiranin sathinin sahasini
tapa bilorik. Kasik konuslardan birinin ox kasiyina baxaq. Tutaq ki, bu konusun
hiindiirliyi 4, orta ¢evrasinin radiusu m-dir. Kiiranin radiusunu r, bdyiik daira-
si xaricina ¢akilmis diizglin ¢oxbucaq-

linin torofini iso @ qobul edok. Kosik « YA
konusun yan sothinin sahosinin 2nma, £ T
homginin 2nma = 2nrh oldugu goriiniir,
yoni kasik konusun yan sathi oturacagi-
nin radiusu 7 vo hiindiirlilyii /# olan si-
lindrin yan sathins barabardir. Demali, kiirs

sahosinin oturacagi r, hundWJyu

-

sathinin sahasina barabar oldu 1Nir.
stl, S = S yan sil = 27‘U"h =

sahasino nisbatini yazin.
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Kiira va hissalorinin sathinin sahasi

Kiirs seqmentinin sahasi

Kiironin koson miistovi ilo ayrilmis hisse-
lorino seqment deyilir. Kiironin miistovi ilo
kosismasindon alinan dairoyo seqmentin
oturacagy, kiironin bu dairays perpendikul-
yar diametrinin seqmentin daxilindo qalan
hissasino iso seqmentin hiindiirliiyii deyilir.
Kiira sathinin sahasi diisturunun ¢ixarilisina
oxsar qayda ilo gdstormok olar ki, radiusu »
olan kiiradon ayrilan 4 hiindiirliikli kiirs seq-
mentinin sferik sothinin sahosi

S = 2mrh diisturu ilo hesablanir.

Kiira
seqmenti

Il Radiusu 18 sm olan kiirs markozdon 5 sm mosafodo miistovi ilo kasilmisdir.
Alman kigik kiira seqmentinin sferik sothinin sahasini tapin.

& Sothinin sahasi 400m sm? olan kiiro markozdon 6 sm mosafods miistovi ilo
kasilmisdir. Alinan boytik kiira seqmentinin sferik sothinin sahasini tapin.

|& Kiiro morkozdon 3 sm mosafodo miistovi ilo kosilmisdir.Alinan kosiyin
cevrasinin uzunlugu 8w sm olarsa, kiiranin va har bir seqmentinin sathinin
sahasini tapin.

@' a) Yarimkiironin miistavi sothinin sahasini hesablayin.
b) Yarimkiironin sferik sothinin sahosini hesablayin.
¢) Yarimkiironin tam sathinin sahasini hesablayn.

d) Yarimkiironin tam sothinin sahosi ti¢lin iimumilosmis diistur yazin.

m. Tam sathinin sahasi 14771 sm? olan yarimkiffoni iusunu tapin.

|1_2, Kiironin radiusu 15 sm-dir’
kiira sathinin goriine bil

|13. Etnografiya. Kanada,

fodo olan noqtodon bu

lydskada yasayan insanlar iqlu
u evlorin yasayis hissasi yarimkiira

soklindadir.
a) Sokilda ve ‘ "lsre‘ g§r9 iglunun Yasayts sahosi. g
yase (dosomasinin) tapin. Giris TN
b)E Fhissosinin buzla ortilii

O _of i L
sothini osin1 tapin. ~—3m— >
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Kiira va hissalarinin sathinin sahasi

Kiirs qursaginin sahasi

Kiira qursagi kiira sothinin iki paralel miistovi arasinda
qalan hissosidir. Paralel miistovilor arasindaki mosafaya
kiira qursaginin hiindiirliiyii deyilir.

Kiirs qursaginin sahasini miistovilorin kiiradon ayirdigi
seqmentlorin sferik hissolorinin sothlorinin forqi kimi tap-
magq olar.

Radiusu r olan kiiradan ayrilan 4 hiindiirliiklii kiirs qursaginin sahasi
S =2nrh diisturu ilo hesablanir.

Niimuna. Kiironin radiusu ii¢ borabor hissoyo boliinmiig
vo bu noqtolordon radiusa perpndikulyar miistovilor
kegirilmisdir. Kiironin radiusu » = 9 olarsa, alinan kiiro
qursaginin sahasini tapin.

Holli: » =9, h = 3 oldugundan kiiro qursaginin sahosi
S =2nrh = 54n olar.

M. Radiusu 20 sm olan kiirodon aralarindaki moasafo 8 sm olan iki paralel
miistovi ilo kiirs qursagi ayrilmigdir.
a) Kiira qursaginin sothinin sahosini hesablayin.
b) Kiiro qursaginin sothinin sahasinin kiironin sothinin sahosino olan
nisbatini tapin.
|1_5, Kiirs qursaginin sahasi 48 sm?, hiindiirliiyii iss 4 sm olarsa, kiironin ra-
diusunu tapin.
|16. Kiironin diametri 30 sm-dir v iki |17. Sakilds verilanlara géra kiira
paralel miistovi ilo ti¢ borabar qursaginin sathinin sahosini
hissoya boliinmisdiir. taps
Kiiradon ayrilan hor
bir hissonin sferik
sothinin sahasini
tapin.

liytlini tapin.

125



Kompleks fiqurlarin sathinin sahasi

|L Fiqurlarin tam sathlorinin sahosini tapin.
SN

=Nk

=

10 sm

diizgiin prizmadan yarimkiira oyulub

|& Silindrik formali agacdan sokildo gostorildiyi kimi '

iki eyni yarimkiira oyulmagla suvenir hazirlanmis-
dir. Silindrin hiindiirlity@i 10 sm, radiusu 4 sm olar-

sa, suvenirin tam sathinin sahasini hesablayin. e

|i Fiqurun tam sothinin sahasini hesablamaq ii¢ilin verilon doyisonlorlo diis-
turlar yazin.

a) ;
@

a) - b) A 5m

6m 6m
|i Sakildaki Olgiilordo olah met nstruk- gaiir‘lls radius 1,5 sm radius
siyanin laklanmasTRiislisi texn iya ilo { y 3sm
i [akla ortmok licilin M
000 3dad bels kons- don2Sm—F
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Kompleks fiqurlarin sathinin sahasi

l6.

|10.

Rosid sokildo gostorildiyi formada kotil diizaltmak

istoyir. Katilin oturacaq hissasi silindrformali olmagla

radiusu 30 sm, hiindiirliiyii 20 sm-dir. Silindrin yan {izii

vo lUstii parca ilo iizlonmoalidir. Tikislora vo kosim !
formalarina islonmasina gors tizliik parca real sathdon B T N

20% artiq igladilir. Rogidin 1 m? iizliik pargasi var. Bu =
parca katili lizlomok iigiin ¢atarmi?

Futbol topunun sathi bir-birina tikilmis bir ne¢o diizgiin altibucaqlidan
(heksaqon) ibaratdir. Altibucaqlilarin 6l¢iilori sokildo gostorildiyi kimidir.
a) 0 bucagini tapin

b) x va y dayisenlorinin qiymatini tapin.

c) Sokilda gostarilon trapesiyanin sahasini tapin. 2.sm

d) Altibucaqlinin sahasini tapin. )
e) Topun sothinin sahasi 1923 ¢cm? olarsa, topun
sothinda nec¢a altibucaqli oldugunu tapin.

1
Y
v

D,

Hiindiirliiyti 2 sm olan hab, diametri 0,5 sm olan silindr vo
iki yarimkiiradon ibaratdir. Hobin gobulunu vo sorulmasini
asanlagdirmaq tgiin xiisusi tobogo ilo oOrtiilmiisdiir. Bu
tobagonin sahasini hesablayin.

Fiqurlarin sathinin sahasini hesablayn.

16 sm

—
—>

4 sm

Plastik materialdan hazirlanmi diirliyli 66 sm, D
oturacaginingadiusu m olan Stlindrdon hiindiir- \gr—’i/
9 sm'@lan silindr, daha sonra so- | 48 sm i
i sferik hisso oyularaq qab  66sm '@13-_-:_;
QP
(CSh——
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Oxsar fiqurlarin sathinin sahasi

Oxsar foza fiqurlarinin uygun xotti Olgl-
lorinin nisboti sabit olub oxsarliq omsalina
barabardir. Sokildoki konuslarin oxsar oldug-
larin1 yoxlamaq tii¢lin verilon uygun 06l¢ii-
lorinin nisbotini tapaq. ©gor bu konuslar
oxsardirlarsa, radiuslarinin nisbati hiindtirliik-

4m

lorinin nisbating barabar olmalidir. —
R_H 12_38 _,
r h 6 4

Demali, bu iki konus oxsardir vo oxsarliq amsali 2-dir. Bu o demokdir ki,
kicik konusun biitiin 6l¢iilorini miitonasib olaraq iki dofa boylitsok, boyiik
konusla konqruyent konus alariq. Yaxud da oksina, bdyiik konusu iki dofa
kiciltsak, kigik konusa konqruyent konus alariq. Hor hansi fiquru miitonasib
boylitmak vo kigiltmokls onlara oxsar fiqurlar almaq miimkiindiir.

Oxsar fiqurlarin sathlorinin sahalori nisbati onlarin uygun xatti dlgtilorinin
nisbatinin kvadratina, yaxud oxsarliq omsalinin kvadratina barabordir:

S(Fi)

S(Fy ~ K

F\AF, =>

Oyranms tapsiriglar
|L Asagidaki fiqurlarin oxsar olub-olmadiqlarint miioyyan edin.

a) 12 sm 14 sm b) 12 sm
\ 4 sm e
10 sm 10 sm S @il
,1 sm

15 sm 15 sm

I& Sokildaki konuslar oxsardir. Onlarin t

lafini‘r'l se}haula.r'inil.li nisbatin"pm. N ik o 5 160

hiindiirliytinii boytik kon hii ilo o

ifads edin. K =
100 mm mm

|i Iki kiironin radiusla boti 1:3%K1midir. Boyiik kiironin sathinin sahasi
indon 151 sm? ¢oxdursa, ki¢ik kiironin sothinin
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Umumilassdirici tapsiriglar

1.

2.

Radiusu 5 sm olan konusun sothinin sahosi hiindiirliiyli 6 sm, radiusu
4 sm olan silindrin tam sothinin sahasina barabardir. Konusun hiindiirlitytlinii
tapin.

Konusun yan sothinin sahasi oturacaginin sahosindon iki dofo ¢oxdur.

a) Konusun dogurani (7) ils oturacaginin radiusu (r) arasindaki asililigi
yazin.

b) Oturacaq radiusu 6 sm olarsa, konusun yan sothinin sahasini tapin.

Prizma va silindrlorin tam sathlorinin sahasini hesablayin.

a) b)
,,,,,,, X <
12 sm ¢\
LY 20 sm
Zal ©
13 sm A

diiz iighucaql prizma 7 )
8m  Dijzgiin altibucaqli prizma

c) d) e)
2sm T o m

85m . B

-

Hiindiirliiyii 8 sm, diametri 5 sm olan silindrsokilli para-
findon sokildoki qaydada kosilib ¢ixarilmagla sam
diizoldilir. Daha sonra samlar tam sothi xtisy$1 plaSiklo
ortiilmaklo parafinin olgiisiindo olan s¥indri
qutulara gablasdirilir. Slav 5% Rarto 5
alinmagla 100 sam qutusu iigiifon a ¢o Kgadratmetr
karton lazim olar?

s 3

Sokildo gosgagilon r konstruksiyadan taxil 18 sm

bosaltmaq ticiin istifado edilir.
: ¢okilmisdir. Konstruksiya
111 konus formali hissalordon ibaratdir. 29 sm
i f#3n Olgiiloro gora bu konstruksiyaya ¢,
islodilm¥§ metal tobagonin sahasini hesablayn.
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Umumilasdirici tapsiriglar

|& Piramida va konuslarin tam sathlorinin sahasini hesablayin.

7.

113.

|14,

. R radiuslu kiironin morkozindon d; vo d> m

. Kasik konusun ox kesiyin& i

13 sm b) 6 sm

Qarisga radiusu % sm, hiindiirliiyli 24 sm olan

e g Ce .. 24sm
silindrin oturacaq ¢evrosi iizorindo yerloson A noqto-
sindon baglayaraq vintvari yolla B ndqtasina golmis- ,~
A

dir. Qarisqanin getdiyi yolun uzunlugunu tapin.

Kiirays toxunan miistovi iizorindos gotiiriilmiis ndqtodon toxunma ndqtasine
qador mosafs 9 sm, kiironin morkozino qodor mosafs iso 15 sm-dir. Kiiro
sothinin sahosini tapin.

Konusun agilist radiusu 8 sm vo bucagi 90° olan dairo sektorudur. Bu
konusun ox kasiyinin sahasini tapin.

. Silindrin doguran1 10 sm-dir. Silindrin doguranindan bir-birina perpendikul-

yar, saholari 30 sm? vo 40 sm? olan iki miistovi kasik kegirilmisdir. Silindrin
yan sathinin sahosini tapin.

koson paralel miistovilor

kecirilmisdir. Alinmis kiiro qursaginin sgthimin ini tapi. iki hala baxn.

caqla a bucagi amolo
gotirir. Kosik konusun tam

Konusun ox kasiyi topafbucagi indurlityii H olan borabaryanli tigbu-
caqdir. a) Konusun thinin s&8fosini; b) Konusun yan sathinin agiligin-
dan alinmig zi bucagini tapin.

n ma

n kuradon hiindiirlityii 1 sm olan seqment va topasi kiirs-
oturacagl seqmentin oturacagi olan konus oyulmusdur.
sothinin sahasini tapin.
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Funksiyanin toromasi

l—--l

* Doyismonin orta siiroti, doyismonin ani siiroti
* Funksiyanin toromasi

* Toxunanin tonliyi

* Diferensiallama gqaydalari

* Hasilin toromasi

* Nisbatin toromasi

* Miirokkob funksiyanin téromosi

* Toromanin tatbiqi ilo masals halli

« ikinci tortib téromo

« Ustlii vo logarifmik funksiyalarin tdromosi
* Trigonometrik funksiyalarin toromosi

Riyazi liigat
¢ doyismenin orta siiroti ¢ diferensiallama
¢ doyismenin ani siirati ¢ ikinci tortib téroma
¢ grafikin kosoni ¢ marjinal qiymot
¢ grafiko toxunan 4 marjinal golir
¢ bucaq omsali ¢ marjinal monfaat

¢ téromo funksiya

4 diferensial




Dayismonin orta siirati, doyismonin ani siirati

Biz indiys qador dyrondiyimiz cabri qaydalarla real hoyati situasiyaya
uygun statistik molumatlar alds edirdik. Lakin bir ¢ox hallarda istehsalatda,
tibbdo, homg¢inin elmin miixtolif saholorinds daha dinamik moalumatlarin oldo
edilmasing, bagqa sozlo bir doyisonin tosiri ilo digorinin hansi stiratlo
doyisdiyini izlomaya ehtiyac olur. Masalon, reklam meneceri xarclonon hor
yeni mablogo goroa golirin neca doyisdiyini, hokim verdiyi dormanin dozasini
artirdiqca gara ciyorin strukturundaki doyismo dinamikasini bilmak istoyir
va s. Dayismo siiratinin miioyyan edilmoasinag aid niimunalors baxagq.

Orta siirat. Sokilds avtomobilin magistral yolda barabarsiiratli harokotds vo
sohar daxilinds doyisonsiiratli horokot- S(m

do got etdiyi yolun zamandan asililiq

grafiklori verilmisdir. Barabarsiiratli 900t Sabir siratli horokor,
horokatda, barabar zaman araliqlarin- $00] "¢/l roide o0ty
da gedilon yollar eyni uzunlugdadir 600
vo horokati qrafik tosvir edon diiz Zgg
xottin bucaq omsal1 siiroti gostorir. 300
Dayisonsiiratli harokotdo iso avtomo- 1288 --------
bilin borabor zaman intervallarinda 575 1075202530 35404550 55 60 ((san)
getdiyi yollar eyni uzunlugda olmaya

bilor. Bu halda orta siiratin qiymotindon istifads edilir.

........

i
......... -]

i Dayison stiratli horakat,
sohar daxilinda

Cismin miioyyon zaman miiddotindo getdiyi yolun bu miiddoto olan
nisbating orta siirat deyilir: As

Vor = At

Niimuna 1. Zarracik s(f) = 0,5 > qanunu ilo diizxatli
harokat edir. a) [1; 3], b) [1; 2] zaman araliqla,
orta siirati tapin (s metrlo, ¢ saniya ilo 6l¢iiliir)

Hbolli: a) 1 <7#<3 zaman arali

As _s@)=s) 45805 8

AN 3-1 /san).
b) 1 <t<2zam ligind&orta siirat:

As _@(2)=s( 0,5

v VI § 1 =1,5 (m/san).
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Dayismonin orta siirati, doyismonin ani siirati

Doyismonin orta siirati

flx) funksiyasmnin a < x < b aralifinda orta
W kimi tapilir.

doyisma siirati

Bu nisboat f{x) funksiyasinin grafikinin (a; fla))
vo (b; f(b)) noqtalorindon kecon kosonin bucaq
omsalina barabardir.

Ani siirat. Ani siiroti agagidaki niimuna iizorindo arasdiraq.

Niimuna 2. Cadvaldos s(¢) = 0,5 # ganunu ilo diizxatli horokot edon cismin
At-nin bazi kigik giymatlari tigiin [2; 2+A¢] zaman kasiyindoki orta siirati
hesablanmisdir.

zaman kosiyi orta siirot
. — 2,205 -2 0,205

[2;2,1] s(2,1)—s(2) _ 2 _0, _
21-2 21-2 01 >0

[2;2,01] 5(2,01) —s(2) _ 2,02005-2 _ 0,02005 _
2.01-2 0,01 oo1 209

[2;2,001] 5(2,001) —5(2) _2,0020005 - 2: 0,0020005 _ 2,0005
2,001 -2 0,001 0,001

Cadvalo gora, ¢ = 2 saniya anindaki siirotin 2 m/san olacagini toxmin edo
bilorik. Umumiyatlo, [2; 2+A¢] zaman kasiyindo orta siirot

s+AD—s(2)  0,5:(2+AN*-0,522  2A110,5(AP)
At a At - At

=2 +0,5A¢

YO

Oxsar qayda ilo istonilon Sy NGl a ndqtesinds ani doyisma siiratini

% kimi ifado etmok olar.
—da

lim

limiti f funksiyasinin x = a ndqtesinds ani doyismao siiratini
ifado edir.
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Dayismanin orta siirati, doyismanin ani siirati

Indi iso kesonin voziyyatinin ayri iizerinde doyismosini miisahido etmaklo orta
siiratin ani siiroto ke¢gmosini miisahido edok.

Qrafikds Si, S2, Ss, Sa,... noqtolori S A anifla+ an) g6
noqtesinin T noqtesine dogru yerini ;
doyismis voziyyatloridir. Burada Ax-in kasanlor
qiymati kicilorok 0-a yaxinlasdiqca S

noqtasi do ayri boyunca yerini doyisorok | ; Loxunan
T noqtasinag yaxinlasir vo nohayat, onunla D T(afla) |
Uist-tisto disiir. 0 a athAx %

S noqtesi oyri lizro T ndqtesine yaxinlasdigda TS kosoninin limit
voziyyating (agar limit varsa) T ndqtasinds ayriys ¢akilon toxunan deyilir.
Ax—0 olduqda kosonin bucaq amsalinin limiti, yoni f(x) funksiyasinin
X = a ndqtesinds ani doyisma siirati funksiyanin qrafikine T (a; f(a))
noqtosinda ¢okilmis toxunanin bucaq amsalina barabardir:

lim AatAx)—fla)

k= Ax—0 Ax
Niimuna 3. Sorbast diigmads 7 = 2 san anindaki siirati tapagq.
Holli: Sgrbest diison cismin getdiyi yolun # zamanindan asililig1

s(t)= th soklindadir. Burada g sarbastdiisma tocilidir vo g = 10 m/san?

oldugundan s = 5 yazmagq olar.
Horakatin baslangicindan 2 saniya sonraki Af saniyalik zaman intervalinda orta
52+ Atf)> — 522

At
¢t =2 saniys anindaki siirot asagidaki limitin qiymotino borabardir:

surot

m/san olacaq.

. 2_8.92 .
lim 52+ At)>-52 _ 5.lim [(2 + Af)? —22] (4 + A= 20 (m/san)
At—0 At At—0 At

Niimuna 4. y = x> + 3x funksiyasi < x < 3 araliginda

Ax
(Ax)?> +3-2+3Ax —22—3-2:1. 4Ax + (Ax)* + 3Ax
Ax ap Ax -
=lim (Ax+7) = 7 olar.
Ax—0
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Dayismanin orta siirati, doyismanin ani siirati

Oyronmas tapsiriglar:

1.

Su avtomatinda stokan 4 saniys orzinds dolduruldu.
Qrafik, stokandaki suyun soviyyasinin zamandan
asil1 doyismosini oks etdirir. Suyun saviyyasinin
doyisma siiratini miioyyon edin. Siirot hor hansi

zaman intervalinda doyigirmi?

Sokilds gedilon s yolunun ¢ zamanindan astli-
1181 tosvir olunmusdur.
1) Verilon zaman kasiyinds orta siirati tapin:

a)[0;2] b)[2;3] ¢)[45] d)[0;5]

2) Bu tapsiriqda aldiginiz naticolorlo 1-ci
tapsirigin naticalorini miiqayiso edin. Fikri-
nizi imumiloagdirin.

Qrafik 3 noforin 1000 m mosafoyo qagist

haqqinda molumati oks etdirir. E
a) Bu yarisin qalibi kimdir? Osaslandirin. g
b) Hor bir idmangi ii¢lin qacis yolunda siirat 8
doyismolorini oks etdiron molumati yazin.

Cadvalo gore: a) 3 <x<-1;b) 3<x<3;¢) 1 <x<7;d)3<x<9

A
1
Q.
—_~ O
£
2 6
=
=
=
% ”.
o1 334
zaman(san
sAmetr (sam)
61
g
44
3
2
I+ i | san
T 1 ;
O 123456 1
y
00
90
80
70 Forid. .
60 /’Fazﬂ Elson
4
50 A
40 /
30 /
20 //
10
051 15 2253 354 45 5

zaman(daqiqo)

araliglarinda doyismonin orta siiratini miioyyon edin.

X -5 -3 7 9
7 -5 21 48
Qrafik malin reklamina Xorcla uldam® (72, min 4:700)
= 700 §
an ma (m) saymin gl  (3:600),"
£ soof- 2:480),/
2; 2W9 3; 3 vo 4 arasinda %‘3‘32_1;30 ______
oyigmosini miioyyan edin. T;E 200¢ /'
yismonin orta siirati artir, yoxsa '
. . SR . o I 2 3 4 m
cal situasiyaya uygun izah edin. Xorclonan pulimin manats)
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Dayismanin orta siirati, doyismanin ani siirati

l6.

110,

Yuxari atilmig topun yerdon hiindiirliiytiniin za- 30 (2.5:25)
mandan asililig1 qrafikls verilmisdir. Egg
1) Top maksimum hansi hiindiirlitys qalxmigdir? :; s
2) Top hanst hiindiirliikden havaya atilmigdir? £ s
0 — -

3) Hans1 zaman araliginda topun yerdon hiindiir- 12 3 4
luyu azahr? zaman(saniy?)

4) Verilon zaman (saniyo ilo) intervallarinda topun yerdon hiindiirliiyiiniin
doyismasinin orta qiymaotini tapin: a) 0-dan 1-o qodor; b) 3-don 4-0 godor.

Donizdoki platformalarin  birindo yaranmis sizma "
naticosinda neft lokasi hor 30 saniyads radiusu 1 m art- '
magqla dairasokilli olaraq yayilmaqdadr. :
1) 2-ci doqgigadon 30-cu doaqgigoayo godor neftin yayildigi
saho hagqinda molumati oks etdiron codval qurun vo
grafik ¢okin.
2) Verilon zaman intervallarinda yayilma siiratinin orta qiymatini tapin:

a) ilk 5 dogigado; b) ndvbati 10 dogiqgada;  c¢) ilk 30 doqigo orzindo
3) 5-ci doqgiqoadaki ani yayilma siirati ilo 20-ci doqiqadoki ani yayilma siirati
arasindaki forqi tapin. Bu molumat no {i¢iin yararli ola bilor?

Hor bir funksiya tigiin cadvali doldurun. |9_ flx) = 2* funksiyasinin

a) fix) = 4x? X+ ) — fix grafikini absislori:

b) f{x) = —5x? x| h w aA)xi=0voxa=1;

ofx)=xtx [5]2 b)xi=1vox;=2

d) flx) = % 511 olan noqtalords kasan diiz
510.1 xattin bucaq omsalimni
510,01 tapin.

Qrafiklara ¢akilmis toxunanlarin bucag smgalinig@xmin edin. Bu hansi
siiroti gdstorir: ani, yoxsa orta?

ORRR . ) TR
O I P /
6 \ .
4
/; /
7 < af
&) 0 172ES 20/ 21416
\ v
. Diz edon cismin getdiyi yolun zamandan asililig1
s(t) = + 2 funksiyasi ilo verilmisdir (s metrlo, ¢ saniyo ilo dlgiiliir).

Verilon anda cismin siiratini tapin: a)t=1; b)t=>5.
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Funksiyanin toromasi

Ani doyismo siirotini hesablama zo-
rurati Isaak Nyuton (1642-1727) vo
Gottfrid Leybnis (1646-1716) tors-
findon hesablamanin on tomal va
giiclii qaydasimin—diferensial hesabi-
nin formalagsmasina gotirib ¢ixardi.
Bu qaydanin tokmillesdirilmasi “to-
roma” anlayisini dogurdu.

"~ isaak Nyuton (1642-1727) “=Gottfrid Leybnis (1646-T7T6)

Ani siiratin vo ayriys ¢okilon toxunanin bucaq amsalinin tapilmasi masololori
mahiyyatco eynidir vo miiayyan funksiyanin ani doyismosinin tapilmasina
gotirilir. Indi isa bu anlayislari iimumilosdirok.

Funksiyanin toromasi. Toromo funksiya

oy
Tutaq ki, y = fix) funksiyasi (a;b) intervalinda toyin Ax + Ax)

olunmusdur. Hor hans1 xe (a;b) néqtosini qeyd edok fix)
vo arquments elo Ax artimi verak ki, x + Axe (a;b) A
olsun. Onda funksiya uygun A = filx + Ax) — fix) 0O

artimi alar.
Toarif: Arqument artimi sifira yaxinlasdiqda funksiya artiminin arqument
artimina nisbatinin sonlu limiti varsa, bu limits f{x) funksiyasinin x ndqtosindo
toromosi deyilir vo belo yazilir:

g Y e+ &) i)

f'x)= hm Af_ lim

0 AXx A0 Ax

f funksiyasinin téromasi yeni bir funksiyadir vo 1 (x) ilo yanas1 —f(Leybnls
yazilis1) kimi do isaro edilir.

Ogor x noqtasindos f{x) funksiyasinin f'(x) to i varsa, bu halda deyirlor
ki, f(x) funksiyasi bu ndqtodo diferensiall Siilmis intervalin har bir
noqtesindo diferensiallanan ﬁnksi alda diferensiallanan
funksiya deyilir.

Funksiyanin téromasinin tapil iférensiallama amali deyilir.

nisbati yazilir vo sadoalosdirilir.

_ lim/ A —Ax)
T A0 AX

limiti (varsa) tapilir.
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Funksiyanin toromasi

Niimuno 1. f{x) = kx + b funksiyasinin f'(x) tdromasini tapin.

Holli: _ _
f'x) = lim /X A0 /) lim " HAD b~ (vt 0) =limk=k

Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ax—0

Demoli, (kx + b)' = k olur. Xiisusi halda, k=0, b = 1 olduqda alariq: (x)'=1

Toromonin handasi monasi. Toxunanin tanliyi

y = f(x) funksiyasi xo noqtosindo diferensialla-

S)
nandirsa, onun qrafikine (xo; f{x0)) ndqtosindo Y f .
toxunan ¢okmok olar.
. . - . . . ” (o)
Funksiyanin téromasinin xo noqtasindaki g
. . P . Q;\N
qiymati absisi xo olan noqtads qrafiks &
¢okilmis toxunanin bucaq omsalina 5 >
barabardir: kwx= f'(x0). X

(x0; y0) ndqtasindon kecon vo bucaq amsali £ olan diiz xattin tonliyi

¥ — Yo = k(x — xo) soklindadir. Absisi xo olan ndqtenin ordinatinin yo= f{xo),
toxunanin bucaq omsalinin & = f '(xo) oldugunu nozoro alsaq, f(x)
funksiyasinin grafikino absisi xo olan ndoqtods ¢okilmis toxunanin tonliyi

y—fx))= f'(x0) - (x—x0) olar.
Niimuna 2. f(x) = x? funksiyasinin: a) toromosini; b) f '(-=3) va f '(4)

qiymatlorini; ¢) funksiyanin grafikino absisi x = —3 ndqtasinds ¢okilon
toxunanin tonliyini yazin.
Holli: i fx + Ax) -

a) Torifo gora toromo f'(x) = i tapilir.

Ax—0

LA+ A9 = (r+ AP = 2 B Arg(An | N /
2. A+ Ax) — fix) = (x2 + 2xAx = e
I‘Iﬂ\: N
3 S +AY) —flx)  2xAx +{AY)? N\
SENEE
Ax I/
_ N2/ ‘
4. f(x) =lim S aEd

flx) = unk51ya nin téromasi f'(x) = 2x funks1yas1d1r Goriindiiyt kimi,
kvadrat n téramasi xatti funksiyadir: (x?)’ =

b) f'(x) = 2x oldugundan, f'(-3)=2-(-3)=-6; f (4) =24=8
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Funksiyanin toromasi

c) Diiz xattin y —yo = k(x — x0) diisturuna gora toxunanin tonliyini yazaq.

f'(=3) = -6 oldugundan, absisi xo = —3 olan néqtodo toxunanin bucaq omsali
=—6-dir. Qrafik lizorindo absisi xo = —3 olan ndqtenin ordinati

yo = f{=3) = 9-dur. Bu qiymatlori yerino yazsaq, absisi xo = —3 olan ndqtoda

toxunanin tonliyi. y—9=—6(x+ 3) voya y=— 6x — 9 kimi olar.

Aparilan hesablamalara goro funksiya haqqinda deys bilorik:

m (—3; 9) ndqtesinds toxunanin bucaq amsali £ = —6-dir.

m (4; 16) noqtesinds toxunanin bucaq omsal1 k£ = 8-dir.

m x =-3 qiymotindo ani doyisma siirati —6-dir.

®m x =4 qiymatinds ani doyigma siirati 8-dir.

m Absisi xo = —3 ndqtosinds toxunanin tonliyi y =— 6x — 9 kimidir.

Niimuna 3. f{x) = x* funksiyasimin: a) toromasini;
b) /' (-1) vo f' (1,5) qiymatlorini tapin.
Holli:

a) I. flx + Ax) = (x + Ax)* = x* + 3x*Ax + 3x(Ax)> + (Ax)?
2. flx + Ax)—f({x) = (x* + 3x*Ax + 3x(Ax)? + (Ax)} ) — x* = 3x?Ax + 3x(Ax)? + (Ax)?

3 SO HA) —flx)  3x°Ax + 3x(Ax) + (Ax)?

= 332+ 3xAx + (Ax)?

N . g VOR
4. f'(x)= gglof(x . AZi_f(X) = 3 (1.5:3,375)
= lim (3x + 3xAx + (Ax)?) = 32 ; =675
Demaoli, fix) = x* funksiyasinin téromasi kvadrat (}1;1‘ # ol 2 7
funksiyadir: (x*)' =3x2 . k=3

b) f'(x) = 3x? oldugundan, f'(-1)=3:(-1)
g

f'(x0)* A x komiyyatinos fu
sial1 deyilir vo dy ilagi
yii kimi, diferegsi

dy

£ A
v

o - ———
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Funksiyanin toromasi

Funksiyanin toromasinin olmadigi noqtalor.

Funksiya xo noqtosinds diferensiallanandirsa, Ax — 0 oldugda Af' — 0 oldugun-
dan funksiya bu noqtodo kosilmozdir. Lakin bu hokmiin torsi, imumiyyatlo,
dogru deyil. Funksiyanin kasilmaz oldugu miiayyan noqtslords toromasi ol-
maya bilar.

Toéromo grafiko ¢okilmis toxunanin bucaq amsali ilo miioyyon edilir. Biitiin
noqtalorindo toxunani olan oyriys hamar ayri deyilir. Funksiya qrafiki
iizorinda elo noqtalar ola bilor ki, ya bu noqtods toxunan ¢okmok miimkiin
deyil, ya da toxunan saqulidir. Belo ndqtalords funksiyanin téromoasi yoxdur.

Asagida toromonin olmadigi noqtolors aid niimunolor gostorilmisdir.
y y

1) Qrafiki “V” sokilli olan funksiyalarin
(v =|xf funksiyasi, bazi hisso-hisse funk- \/
siyalar va.s) “sinma” ndqtosinds toxuna-

ni, arqumentin uygun qiymatinds iso ! !
. . Ol a X Ol a X
toromosi yoxdur.

2) Qrafiko saquli toxunan olduqda (y oxu il iist-listo diisdiikdo vo ya ona pa-
ralel oldugda), toxunanin absis oxu ilo kasisma ndqasinds funksiyanin toromosi
yoxdur.

<

Mosalon, f(x) =\3/x_funksiyas1n1n grafikins absisi xo =0
noqtasinda ¢okilmis toxunan saquli diiz xotdir vo bu
noqtads funksiyanin téromasi yoxdur.

\_Qc-quli toxunan
©
=Y

3) Kasilmo noqtalorinds funksiyanin téromasi yoxdur.

Niimuna 4. Sakilds y = f{x) funksiyasinin qrafiki verilmigdir. Arqumentin absis
oxu ilizorinds qeyd edilmis hansi qiymatlorinds funksiyanin téromosi yoxdur?

Hballi: y = f(x) funksiyasinin toromasi
yoxdur:

*b, c, f noqtalorinds - bu ndqtalordo
funksiya kosilon oldugu tigiin

:

~h - ———

Y

S ——————

Q
S S,
wh----

x
*d va i noqtalorinds - “sinfha’” nod ri ofdugu ticiin;
* j noqtasinda - toxuna 1i diiz oldugu ticiin.
Oyranmo ta ar1
|L Hogbir yazili an®p funksiyanin toromasinin tapilmasi gostorilmisdir?
Limii hesablaflagla tamamlayin.
3 3
)/ () $im L b) /() = lim ML?’X
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Funksiyanin toromasi

2.

3.

a) y = x? funksiyasinin téromasini tapin. Funksiyanin vo téroms funksiyanin
tayin oblastini vo qiymaetlor ¢oxlugunu yazin.
b) y = 2x2, y = -3x? funksiyalarmin téromalorini tapin.

1) fix) =3x2 2) fix) =—2x2 3) fix)=-2x+5 4) fix) = x>

funksiyalar1 verilmisdir. Asagidakilar yerins yetirin:

a) funksiyalarin qrafiklorini sxematik ¢akin.

b) absislori —2; 0; 1 olan ndqtelords qrafiklors toxunanlar ¢okin vo
toxunanin bucaq omsalini toxmin edin.

¢) f'(x) téromasini, torifo goro, limitin komayils tapin.

d) b bandinds verilmis ndqtolorde téromonin qiymatini tapin vo toxunanin
bucaq omsali {igiin etdiyiniz toxminlo miiqayiso edin.

Arqumentin absis oxu iizorindo qeyd 7 1)
edilmis hansi gqiymatlorinda: 1) funksi- //\\/
yanin grafikine toxunanin bucaq omsali: ! P

a) sifira barabordir; /\/ :
b) sifirdan bdyiikdiir; oY
¢) sifirdan kigikdir; P i
2) toxunan yoxdur? X X Xi X5

a) Elo grafik ¢okin ki, absisi x = 5 olan ndqtado toxunani olmasin.

b) Elo grafik ¢okin ki, absisi x = 2 olan ndqtods iifiigi toxunant olsun.
c¢) Elo grafik ¢okin ki, absisi x = 0, x = 3, x = 6 olan ndqtslords iifiiqi
toxunanlari olsun, absisi x = 2 olan ndqtads iso toxunani olmasin.

Sakilda y = f(x) funksiyasinin qrafikine absisi x = 1 olan P ndqtosindo ¢okil-

mis toxunan gostorilmigdir. A noqtosi iso t iizorindodir. Toxunanin

bucaq omsalina goro f'(1)-i tapin.
v

A4

ini tapin. Qeyd edilon noqtolordoki toxunanlarin

a) (2:4) b) (0:0) ¢) (10;100)
a) (-1;-1) b) (2;8) ¢) (-2;-8)
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Funksiyanin toromasi

8.

Niimuna.

Niimunads f{x) funksiyasinin qrafikino ¢okilmis to-
xunanlarin bucaq amsallarinin qiymatino gors f'(x)
toromo funksiyasinin qrafikinin qurulmasi gostoril-
misdir. Nimunoni aragdirin, g(x) funksiyasiin gra-
fikino gors toromo funksiyasinin qrafikini sxematik

¢akin.
YA )
g(x
gx)
a) | b)
] 4 5 67x
-2
—4
o T T T T >

|& A, B, C funksiyalarin grafiklarini, a, b, c is3 onlarin téromo funksiyalarinin
grafiklorini gostorir. Uygunlugu miioyyon edin.

|£). Bir doniz canlis1 {izorindo aparilan
miisahido ilo onlarin artimi sokildo
verilon grafikdo oldugu kimi miioyyon
edilmigdir. Bu doniz canlgnin
slirotini gostoron qrafiki sxe ¢o

. Yeni heyvan

A NPT
\ o]
N
1210 X
o]
a Y
-2 X

orzindo mis

dayisma stirotini miioyyan edin.

mini s dan keciron zootexniklor 6 hofto
arar.

+ 40 funksiyast ilo doyisdiyini agkar

B b C b
o]
\
- X 210 X
/ o) A\
b y c y
o] o}
\ 4 -
N e
=2 |O] 2 |x — X
2 - By

! ! ! ! ! ! 1 ! -
T T T

: T T 1 T 1 I't
2 4 6 8 1012 14 16 18 20

bu yemls buzovlarin kiitlosinin

limtini hesablamagqla hoaftolik
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Diferensiallama qaydalan

Biz téramoanin tarifindon istifado edaroak bozi funksiyalarin, masalon, y = x?,
y = x> kimi qiivvat funksiyalarinin toromalarini miioyyan etdik.
Toromoni tapmagq ligiin asagidaki qaydalardan istifads edilir.

Sabitin toromasi c'=0
Qtivvet funksiyasiin ,
toromasi () =nx"1, ne N

S ED A (cf(x)' = eof (x)
hasilinin tGromasi

Comin (farqin) toromasi () + g(0) = () + g '(x)

Toromonin torifindon istifado edorok, bu qaydalar isbat edok.

1. fix) = c olarsa, f'(x) =0, yoni sabitin toromasi sifira borabordir.

isbati:
Sbafl @ =lim A eme % fimo=o
Ax0 Ax T a0 AX A0 AX A0
yA

Sabit funksiyanin qrafikindon do goriindiiyii f=c| fixtAn)=c
kimi, grafikin biitiin ndqtolorindo bucaq omsa-
linin qiymati sifirdir.

x O x+Ax x

2.ne Nva f(x)=x"olarsa, f'(x)=nx"-1
flx) = x* funksiyasiin f{x+Ax) = (x +Ax)iggiymotino uygun binomial
agiliglart yazaq. (x +Ax)! = x +Ax
(x +Ax)? = x% +2x
(x +Ax)* =9 3x2
(x tAx)* =x 3Ax ;
Goriindiiyti kimi, har bir a@ilisda ci d x, ikinci hadd isa n-x""Ax
kimidir, ticbucaqsoki li hissod@@Ri hodlorin hor birinds (A x)? vurugu
vardir. (x + Ax)" munuriacilisini sadolik tigiin asagidak: kimi yazagq.
(x +Ax xX"1Ax + (A x)* Ay
anin ani\loyismao siirotini gostoron nisbati yazaq vo sadslogdirok:
(x FAX) —x" X"+ nx"Ax + (A x) A, —xn
Ax Ax a Ax
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Diferensiallama qaydalan

Ax (nx"™' + A xA.)
- Ax

Bu ifadonin Ax—0 sortilo limiti f{x) funksiyasinin toromaosidir:

f'(x) = lAixnélO(nx”'1 + A xA4n) =n-x"!
Demali, istonilon natural # odadi i¢iin

x")' =n-x"!

Xiisusi halda, n=1,2,3 oldugda  x'=1, (x?)'=2x, (x*)'=3x%
Umumiyyatla, istonilon haqigi iistlii qiivvet funksiyasi {i¢iin (x?)’ = p-x?!
diisturu sag torafin monal1 oldugu x-lor ii¢iin dogrudur.

= nx"1+ A x A,

I
Xisusi halda: (1)’ =~ , (x# 0); ()’ = S >0
X

Niimuno 1. Funksiyalarin toromasini tapin:

1 4—
ay=x*  by=—i  9y=x;
Hoalli: a)y '=(x%)'=4x%; . s
by /= (3)'= (r 9)'= S 0=—5 g = ;

1

e 1
I — (4 ) = _3_ .
c)y'=( 4 x HaE

3. f(x) diferensiallanan funksiya olduqda, istonilan c sabiti iiciin

(cf(x))'= cf '(x),

yoni sabit vurugu téroms isarasi xaricino ¢ixarmaq olar. Dogrudan da

[Cf(X)]’ = glzlo Cf(x +AZ3C— Cf(x) =c-lim f(xLix—f(x) =c ,fr(x)

Ax—0

4. f(x) va g(x) funksiyalar: diferensiallanandirsa, onlarin comi (forqi)
ds diferensiallanandir vo

(flx) £ g(x)) =
Isbat1. Diisturun dogrulugunu w) =

!

as1 liclin gostorok:

LA ) - LA + £(0)]
% Ax
[ BB A0) + gl - g(v)]
Ax
flrtan) — fix) | gletAn) —g(v)
Ax Ax

~pim SO~ A0 g(xt+Ax) — g(x)
A&

Ax—0 Ax Ax—0

=/ +¢g ()
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Diferensiallama qaydalan

Niimuna 2. f{x) = x*— 2x + 3 funksiyasinin téromasini tapin.
Holli: f'(x) = (x*-2x+ 3)'=(x*)'— (2x)'+ (3)'=3x*-2

Niimuno 3. L(3\/§+ 2) toromasini tapin.

Holi: 4 (3Vx e 2y =Ll g =34 (@) + 2% ()=

1 3 2
— —_ . -1/2 _ -2 - 92 =
3 5 X 2x72 = —

. nx  x?
Oyronmo tapsiriqlan

1. Ovvalco tdramasi sifira borabar olan funksiyalar se¢in. Sonra iso digor
funksiyalarin tdromasini tapin.

fo=VIL =2 =45t fn- W A=

& Funksiyanin tdromasini tapin.

a)y=x b)y= %xz c)y=x> d) y=-3x*
s~ 5 4
e)y = 1,5¢ B y =\’ 9r=% hy="=

|i Funksiyanin tdromosini tapin.
a)f(x)=2x2+x3 by=2x-3x k()= 1L1r+78

d) p(x) = —2vx o) V(r) = 3— D) gls) =—% 78

|4. Tdromoni tap1n.

4— 4 d — 2
DA ee-merd) A ) LA 9 T

|5. Funksiyanin verildiyi ifadoni sadolosdirin vo tramasini tapin.

Af()=@E-3Nx+1) b @W=2G-x) ©)f@x)=x(1-2

X+x+2 ~ 3xt -6
dy=—7F—" e)y= =)
|2 Verilmis noqtsl@rda funksiwnn td ' ni hesablayn.
a)f(x)=x*+4x,x=0,x= L x=1,x=4

toromosihi tapin.
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Diferensiallama qaydalan

10,

1.

12,
|13,

|14.

f(x)=ax?+ bx*+ 3x — 2 funksiyas1 verilmisdir. f(2)=10vof'(-1)=14
olarsa, a va b-ni tapin.

. 2
Toromasi: a)2; b) 2x + 3; c)3x+ T;
olan he¢ olmasa bir funksiyani diisturla verin. *
Tatbiq masalalori. 7Toxunanin tanliyi, bucaq amsali.

Niimuna. a) fix) =—x* + 6x? funksiyasinin qrafikino hans1 noqtolordo
¢okilmis toxunanlar absis oxuna paraleldir?

b) Funksiyanin grafiki izorinds toxunanin bucaq omsalinin 9-a barabar ol-
dugu nodqtonin koordinatlarini miioyyen edin.

Holli: a) Toxunan absis oxuna paraleldirss, bucaq omsali 0-a barabordir.

Toxunanin bucaq amsalinin sifira barabar oldugu néqtalords f'(x) = 0 olur.
Funksiyanin téromasini tapagq:
f'x)=(=3+6x?)" =-3x2+ 12x
Toromanin 0-a barabar oldugu noqtslari tapaq:
3x2+12x=0, Bx(x—4)=0
x1=0 x2=4
Bu noqtoalords funksiyanin uygun
qiymatlarini hesablayaq:
A0)=-03+6-02=0; (0;0) f(4)=—4+6-4>=32; (4;32)
Qrafkalkulyatorla qurulmus qrafikdon do goriindiiyii kimi, (0;0) vo (4;32)
noqtolorinds grafiko toxunan absis oxuna paraleldir.

b) Toxunanin bucaq omsal1 9-a barabar olan noqtolori tapaq:

-3x2+12x=9 !
x>—4x+3=0 A=+ 62
x—Dx-3)=0
x1=1; y1=35;
x2=3; =27
Qrafik tizorindaki (1; 5) Ve&; 27)%0 indlg Inanin bucaq omsali

9-a borabordir.

Gostorin ki, f(x) = 6x° i n grafikine bucaq omsali k= -5
olan toxunan ¢a

Verilon funks

1) x?-3 2)y= —x2+ 4 Jy=x*+1

S)y=3x>-5x+ 4 6)y= 5x>-3x+8

y=-3 + 5 funksiyasiin qrafikine absisi xo = 1 olan noqtado
cokilmig toxunanin bucaq amsalini tapin vo bu toxunanin tonliyini yazin.
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|LS. Verilon funksiyalarin grafiklori tizorinds toxunanin bucaq amsalinin 1-9
borabar olan noqtolori miisyyan edin. 1
1)y= 20-x? 2)y= 5x—x? 3)y=?x3+ 3x*+ 10x

|1_6. a) flx)=3x? vo g(x) = x* funksiyalar1 {i¢iin x-in elo qiymatlorini tapin ki,
uygun noqtalords har iki qrafiko ¢okilmis toxunanlarin bucaq omsallari
barabar olsun.
b) a boandindos tapdiginiz ndqtalords hor iki funksiyanin qrafikine ¢okilmis
toxunanlarin tonliyini yazin.

|1_7, y=x%*—x+ 1 parabolasi tizorinds elo ndqta tapin ki, hamin néqtads toxu-
nan y = 3x + 2 diiz xattino paralel olsun. Bu toxunanin tonliyini yazin.

|18. y = 4x — x* parabolasinin absis oxu ilo kasisms ndqtalorinds toxunanlarin
bucaq amsallarini tapin.

|1_9. (1;-5) noqtesindan kegon va y = x? -2 funksiyasinin qrafikine toxunan diiz
xattin tonliyini yazin.

@, a) g(x) =x3, p(x) =x3 -3, g(x) = x* + 2 funksiyalarinin toromosini tapin.
b) fix) =x3+ ¢ funksiyalarmin (burada c ixtiyari sabitdir) téromasi haqqinda
fikirlarinizi imumilosdirin.
c¢) Bu funksiyalar arasinda eloasi varmi ki, /'(x) = 3x? olmaqla f0) =-2
sortini 6dasin. Bu hansi funksiyadir?

|2_1. fvo g coxhadli funksiyalari tigiin '(x) = g'(x) va f(0) = 1, g (0) = 2 sortlori
Odonir. Bu funksiyalarin grafiklorinin kasisma noqtalorinin olub-olmadigi
haqqinda fikirlorinizi asaslandirin.

|2_2. Ilaqgalondirma. (x,y) néqtasinda qrafika ¢akilmis nor-
mal bu nogtada toxunana perpendikulyar diiz xatta
deyilir.

a) flx) =-2x3+ 3x* — 2x+ 5 funksiyasini ino
absisi xo = 2 olan noqtods ¢okilmis toxundhin q
omsalin1 miisyyan edin.

b) f{x) funksiyasinin qraﬁkf bsi
tonliyini yazin.

Parasiitcti 2500 m ytiksgklikd

4
7 Toxunan

L
1 =
P

todo normalin

n taVyaradon tullandi. [
erdon hiindirliytini

123,

h(t) = 2500
a) 5-ci saniyo iirliiytin doyisma siiratini tapin.

doyisma stirati no godar olmugdur?
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Hasilin toromasi

flx) = (2x — 3)(x? + 4) soklindo verilmis funksiyalarin toromosini tapmaq
iiclin funksiyan1 ¢coxhadli soklinda yazib, diferensiallama qaydasini totbiq
edo bilorik. Lakin hasil soklinds ifade edilmis funksiyalar1 diferensiallamanin
daha effektiv qaydasi vardir. Bu qayda asagidaki kimidir.

f(x) vd g(x) funksiyalar: diferensiallanandirsa, onlarin hasili dd
diferensiallanandir va (f(x)-g(x))' = f'(x)'g (x) + f (x)-g'(x).

Isbati: p(x) = f(x)-g(x) olsun.

p'(x) = Jim PEFAD = P) - et Ay) grtAx) - Ax) g(x)

Ax—0 Ax Ax—0 Ax

Koasrin suratina f(x+Ax)-g(x) haddini alava edib
cixmaqla kasri f(x) va g(x) hadlarinin daxil oldugu
iki kasrin comi saklinda yazmagq olar.

St Ax) getAx) — flx+tAx)g(x) + AxtAx)g(x) — fix)g(x)

= lim - _
= lim SOxTAY) g(x+Ax) — flx+Ax) g(x) . lim SoctAx) g(x) — fi)glx)

Ax Ax—0 Ax B

_ Jim SOHAY) [g0HAY) —g()] 4 SWANTAY) — fx)]
Ax—0 Ax + Aol A_x

glxtAx) —g(x)
Ax

SoxtAx) —flx)
— -

= lim flxt+Ax) lim + lim g(x) lim

=flx) g () + 1" (x) gbx) =f'(x) g (x) + /(%) gs
Niimuna. p(x) = (2x —1)(x> — 5) funksiya
Holli: P
fix)y=2x-1, gx)=x>-5 j irSunkstya kimi yazilir
f')=2, g'(x)=2x ' '
P'x)=/"(x) gx) +f
p'(x)=2(x>-5)+ 2x
=2x2—1 2 —2x
=6x?—2x
lizglin oldBgunu funksiyanin ifadasini sadolosdirib toromasini al-

ifadalar nazara alinir
sadalasdirilir

—5)=2¢-10x—x>+5=2x—-x>-10x+5
px)=2x—x*—10x+5)" =6x2—2x— 10
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Diferensiallama qaydalar

1.

2.

[ [=

[& [&

B

Oyronmo tapsiriglari.

Funksiyalarin toromasini tapin.

a)fix)=(x—-4)2x+1) c) p(x) = (x*-1)(3x2 + 8)

b) A(x) = (5x% + 3)(1 — 2x) d) g(x) =(2x2 + 1)(4 + 3x3)
Funksiyalarin toromasini iki tisulla, hasili diferensiallama gaydasindan
istifado etmoklo vo hasili sadslosdirib diferensiallamaqla tapin. Noticolori
miiqayiso edin.

mx)=x>-x?%  y=5x*3x-2) h(x)=CBx+2)(5x>—2x+3)
Verilon noqtalords funksiyanin qrafikine toxunanin tonliyini yazin.
a) flx) = (2x - D(x +4), (1:5) b) g(x) = (x — D(x - 2), (-1;6)

f(x) = kg(x) funksiyasinin téromasini tapmagq tigiin hasili diferensiallama
qaydasindan istifade edin. Alinan natica sabitlo funksiyanin hasilini
diferensallama qaydasinin totbiqi ilo alinan natics ilo eynidirmi?
h(x)=f(x)-gx)vof(3)=7,1'3)=12,g(3) =8, g'(3) =5 oldugunu
bilorak /'(3) qiymatini tapin.
p(x) =flx)g(x) funksiyasinin téromasi p'(x) = f"(x)g(x) + f(x)g'(x) soklinda
verilmigdir. Har bir hal iiglin p(x) funksiyasini miioyyon edin.
a) p'(x) = (6x2 + 8)(3x* —4x) + (2x* + 8x)(6x —4)
b) p'(x) = (6x> — 1)(0,5x> + x) + (2x*—x)(x + 1)
Hor bir funksiyanin qrafikino absisi verilon ndqtodo ¢okilon toxunanin
tonliyini yazin.
a)f(x)=x*-3)(x>-1),x0=—-2 b)g(x)=(2x>— 1)(=x2+3),x0=2
c)h(x)=(x*+4)(2x>—-6),x0=—1 d)p (x)=(x*+2)4x>-3),x0=1
Funksiyanin grafikine hansi néqtodos ¢okilmis toxunanin bucaq omsalinin
verilon qiymata barabar oldugunu miiayyan edin.
a)y=(4x+3)(x+3),k=0 b)y
)y=2x—1)(4+x2),k=-4
Ilagalondirma tapsiriqla
Hasili diferensiallama q 1 do etmoklo funksiyalarin
toromosini tapin. Noticogi irfnomis voziyyatino uygun hor hansi
gaydan sOylomok mii
a)y = (x*+ 2x)? bYY = (2x°— x)? c)y = (x*—3x?)?
acaq ¢onindan itkinin basladigi andan ¢ saat

7)(2x—9), k=9
Qx+ 1), k=4

¢) Condo 40 / yanacaq oldugu anda itki hansi siirotlo bag verir?
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Diferensiallama qaydalan

Nisbatin toromasi

fx) va g(x) funksiyalar diferensiallanandirsa vo g(x) # 0 olarsa,

j((x)) nisbati do diferensiallanandir va
& [ fx) ] S 098 - f)g'()
g(x) [g(x)]? .

onda

isbati:
' SxtAx)  fix)
V(Tx))] - En% g(x+Ax) g(x) _ liml_ . f(x—i—Ax) g(x) —f(x)g(x+Ax) _
R Aro M S(r+AVg()

i L SOtAY) g(x) — fn)g(x) + Ax)g(x) —Ax)gatAy)
g(xtAx)g(x)

i L [ﬂxw) 2 —fgl)  S)ZErHAY) — Ax)g()
M0 Axl g(etAx)g(x) g(x+Ax)g(x)

&

[ A AD] ) aehAn) (o)
ol 5 i 2 0.

D L) fge)
Gop £ COF

= lim[
A0 g(xt+Ax)

g(x)f()—

Xiisusi halda, [ (ﬁ]’z— (g(—i))z'g'(x)

Niimuna. h(x) = 3x 1 2

funksiyasinin toromasini tapin.

[0 =3, gx)=4 hor bir fun
_3-(4x+3)—-(Cx— 2)~Q’1I'Sba

H) (4x + 3)?

12x+9-12x+ 8 _

sadalasdirilir

C8x—11 53
D =7,53 DY
X t+x 42+ 11
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Diferensiallama qaydalan

2.

Funksiyalarin toromasini avvalca nisbati diferensiallama qaydast ilo, sonra
159 sadolosdirarok ¢oxhadlini diferensallama qaydasindan istifads etmaklo
tapin. Noticolorin eyni olduguna diqqgot edin.

Q) =5 b y="5 oy =-L8

D =25 o g(x)=3x7"“3 H b =512
|_ fx)= T+ 1 \E) g(x) = funk31yalar1 verilmisdir.

a) f'(x)-1 tapin b) g '(x)-i tapin.

¢) Naticalara gors funksiyalarin oxsar va forqli cohatlorini yazin.

1) fix)= xzi funksiyasinin qrafikina: a) (0;2); b) (—2;1) néqtosindo

¢okilmis toxunanin tonliyini yazin.

2) gv) =7 1"2

. . . 1
funksiyasinin grafiking absisi: a) xo =1; b) xo0 = y olan
noqtades ¢okilmis toxunanin tonliyini yazin.

2
Asagida fix) = X 5— funksiyasinin téromasinin tapilmasinda sohvo yol ve-
rilmigdir. Bu sohvi tapin va diizgiin holli yazin.

fx) = (== X4 = x3(2x) — (22— 4)(3x2) = 2x* — 3x*+ 12x2=—x*+ 1222
Xostonin temperaturunun zamandan asili olaraq e
doyismosini asagidaki funksiya ilo modellos-
dirmak olar.

8t
T() =y 1+ 366

¢t = 2 saat aninda temperatvn do
tapin.

() = +36,6

r+l

saat

11 1 1
[ 5 1015 20 25 7%

), yenBiscinin y1gdig1 detallarin say1 is

Sirkotdoki aragdirmalar [gostor
i indan asili olaraq asagidaki funksiya

b) N'(2) vo N'(10) giymatlorini tapin vo situasiyaya uygun izah edin.
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Diferensiallama qaydalan

Miirakkab funksiyanin toromasi

Bir ¢ox hallarda funksiya verildikds onun arqumentinin 6zl ds basqa bir
doyisondon asili olur

£ @ N
h fo

Arasdirma

D u=g(x)=3x+1, flu) =u?olmagla y = f(g(x)) miirokkob funksiyasini

qurun vo ¢oxhadli soklinda gostorin.
y=/(gx)=(3x+1)>=9x+6bx +1

2) bu funksiyanin téromasini tapin vo onu asagidaki sokildo yazin.
y'=18x+6=2-(3x+1)3

3) f'(u) =2u vo g'(x) = 3 olduguna asason
y'=f"u)g'(x)

borabarliyinin dogrulugunu yoxlayin.

Miirakkab funksiyanin tdromasinin tapilmasinin zoncirvari qaydasi:

Tutaq ki, miioyyan intervalda y = A(x) =f (g (x)) miirokkob funksiyasi
verilmisdir vo g funksiyasi x noqtosindo, ffunksiyasiiso u =g (x) noq-
tosindo diferensiallanandir. Onda / miirokkob funksiyasi da x noqtosindo
diferensiallanandir vo onun téromasi ii¢lin

h(x)=f"(g x)g'x)
diisturu dogrudur.
Dogrudan da, g funksiyas1 verilmis x néqtesindo diferensiallanandirsa,
Ax—0 oldugda Au—0 olur.

) =l PO AD I (g ()_

+ A
_Al)}—>0 ]((M u) f(i N 1A!r—>0 Au—>0 Au Ar—»O Ax _f (u) g’(x)
Belalikls aliriq ki, h’(x) I .
u=gx),y=f(u) Imaqla sonuncu barabarliyin Leyb-

nis yazilisi

Xiistsi halda, glf(x)) = (f(x))" olarsa,

()" = n(fx)"-f"(x)

f(x) = kX + b olduqda, alariq: ((kx + b)")' = n-(kx + by" "k
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Diferensiallama qaydalan

Niimuna 1. / (x) = (5x* + 3)* funksiyasinin tdromasini tapin.
Holli: u = 5x* + 3 vo f (u) = u*isars etsok, verilmis funksiya bu
funksiyalarin kompozisiyasi ilo qurulmus miirokkob funksiya olur vo

B (x)=f"(u)u' (x)=4u’10x = 40x -(5x*+3)?
Niimuna 2. /4 (x) = V3x? + 2 funksiyasinin toromasini tapin.
Holli: u =3x2+2, f(u) =Vu isaro edok.

f' ()= ZL\/; , u'(x) = 6x oldugundan A'(x) = 2# u' = \/3x23=x

) aliriq.

Niimund 3. f{x) = 3x(2x— 1)? funksiyasinin téromasini tapin.
Holli: Goriindiiyli kimi, burada hom hasilin, hom ds miirakkeb funksiyanin
diferensiallama qaydasi totbiq edilmalidir.
)= 0CBx2x—1)?)"=(3x)"2x— 1)+ 3x((2x— 1)?)
=3 (2x—12+3x2:2x—1)2=3-2x— 1)+ 12x-(2x-1)=
) =12x2 —12x + 3 + 24x? — 12x=36x? 24x + 3
Oyranma tapsiriqlar

|1.  Cadvali doftorinizds tamamlayin.

h)Agkx)  |u=g)| flw) | u'tx) | @) W ()
a)(bx—1) |6x—1 u? | 6 2u  [12:(6x-1)
b) (x*+ 3)*
c) 2—x%)*
d) (3x+ 4y

|& Funksiyanin tdromosini tapin.

a)flx)=3-(4x+ 1) b) flx) = (3x? -

|i Miisbat iistlii qlivvatlo ifadsﬁlsrek unks
a)y=\5x—-1 =

|4.  Monfi iistlii qiivvaglo ifadls edo

5
(3-2

5. A g) fu

miurakhkob fi

a) flx) =x* g(x) = 6x — 1 b) fix) =x* g(x)=2x+ 1

fl) = (@ —x)?
asini tapin.

) y=\+3

nksiyanin toromasini tapin.

b)y=——— &) y=—a—
YT okt 3 YT 322y

a)y=

siyalarma gora A(x) = f(g(x)) va z(x) = g( fix))
tyalarini yazin v téromasini tapin.
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Diferensiallama qaydalan

|i Tapin:
a) flx) = (2x—1)* olduqda f"(2)-ni; b) fix) = (4-3x)* olduqda f'(1)-i;

¢) fix) = Vx>=3 olduqda "(~2)-ni.
|l flx) =x?- (5—4x)’ funksiyasinin x = 1 noqtasinds téromasinin giymatini
hesablayn.

& fix) =x- (2x— 1)* funksiyasi verilmisdir. Hall edin:
a) f'(x) = 0 tonliyini; b) /'(x) < 0 borabarsizliyini.

|& 1) Funksiyalarin téromasini avvalca nisbati diferensallama qaydasindan
istifado etmokls, sonra iso moxroci monfi iistlii qlivvet soklinds yazmagla
miirokkob funksiyam diferensiallama qaydasmdan istifado etmoklo tapin.

a) q(x) =

- __ 6
T b W=7 Q=T

2) Nisbati diferensiallama qaydasinin timumi soklini miirakkab funksiyadan
istifadoe etmoklo yazin.

m. Absisi verilmis noqtads funksiyanin qrafikine ¢okilon toxunanin tonliyini
yazin.

a) fx) =2+ 16;x0 =3 b) fx) = (F+ 7% x0=

|1_1, Funksiyanin qrafikino toxunanin absis oxuna paralel oldugu noqtalorin
absislorini tapin.

a) flx) =+ 6x+ 10 b) fix) =
Tatbiq tapsiriqlar

(2_|_ 7)4

Niimuna 1. Banka illik » faizlo 10 illik goyulmus pul amanatinin galiri ayliq
olaraq miirokkab faiz artimi ilo hesablanir. 10flin S@nunda pul mablogini
asagidaki kimi hesablamaq olar.

S(r) = §0,(1 +

a) Bankda pul meblaglnln i i faiZio goro artimini miioyyon etmaya
imkan veran S'(r) fu
b)r=5vayar=7ol ginin arttimin1 hesablayn.

Holli: a) S'(r) (1+

1 = miirakkab funksiyani diferensiallama

19 ..
1200 ) 1200 qaydasi tatbiq edilir

sadalasdirilir
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Diferensiallama qaydalan

b) r»=5 olduqda 10 ildon sonra pul artimi1 (ayliq)

e 5
S (5)_ 50 (1 + 1200 )ng 82,01 manat,
r =7 olduqda 10 ildon sonra pul artimi1 (ayliq)

, 7
S'(7M=50(1+ 1200 )"~ 99,90 manat olar.

|1_2. Cismin harokat siiratinin (m/san) zamandan asililig1 v(¢) = 2¢ + 1 kimidir.

2
Kiitlosi m olan cismin kinetik enerjisi E = MV " diisturu ilo hesablanr,

dE -ni tapin.
dt

|£3. Biznes. Magazada elektron osyalarin zamandan asil
olaraq satis sayini asagidaki diisturla hesablamaq

olar.
2500002

Qrriy !

a) Bu funksiyanin téromasini tapin vo toroma funksiyanin manasini situ-
asiyaya uygun izah edin.

N@E) = >0

b) Toromas funksiyanin N'(100) vo N'(500) qiymatlorini tapin va situasiyaya
uygun izah edin.

M. Maliyya. Banka illlik » faizlo 5 illik qoyulmus 1000 manat omanatin goliri
kvartalda bir dofo olmaqla miirokkob faiz artimi ilo hesablanir. 5 ilin so-
nunda hesabdak1 pul mablogini faiz artimindan asili olaraq asagidaki kimi

hesablamaq olar. S(r) = 1000 (1 + )20

400

a) 22 ds toromasini tapin v situasiyaya

dr

|LS. Neft sizmasinin . sahilinin yaxinliginda yerloson neft
sizmasi otrafa zamandan asili olaraq radiusu
r(t) = £ qanun i lo dairagakilli yayilir. S() = nr? radiusu r olan
i edir. Burada ¢ saniya ilo, 7 desimetrlo Ol¢iiliir.

asini yazin va situasiyaya uygun izah edin.

¢) S'(100) qiymatini tapin vo izah edin.
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Toramoanin tatbiqi ilo masals halli

Iqtisadi mosalalarin hoallinds bir sira gostericilorin doyisma siiratini “mar-
jinal* terminindon istifado etmoklo toqdim edirlar.
Iqtisadi mosalolarin hollinde asagidaki isarelomolor qabul edilmisdir.
x - istehsal olunmug mohsulun (vs ya xidmatin) say1, C(x) - istehsal olunmusg
x sayda malin (vo ya xidmatin) maya doyari funksiyasi, R(x) - x sayda malin
satigindan daxil olan iimumi goaliri gostoron funksiya, P(x) - x sayda malin
satigindan oaldo olunan manfaati ifads edon funksiya: P(x) = R(x) — C(x).
Marjinal maya dayori istehsal edilon mala géro maya doyarinin verilon
andaki doyismesidir. Bagqa s6zls, marjinal maya doyari hor olavo istehsal
edilon malin (vo ya xidmatin) maya doyarini gostarir.
X sayda malin maya dsyarini C(x) ilo isars etssk, toxunanin hfu'aq amsali=marjinal
x +1 sayda malin maya doyori C(x + 1) olar. ¢, e dﬁ{‘ﬁ'z;lc)iC(erl)—C(x)
C(x+1) — C(x) forqi (x + 1) -ci malin maya doyo-
rini ifads edir. Bu forq maya doyarindoki artimi
gostorir vo marjinal maya doyori adlanir. Marji-
nal maya doyarini homg¢inin (x;C(x)) noqtesinds 5 P
grafike ¢okilmis toxunanin bucaq oamsalinin qiymati ila, basqa sozlo, funk-
siyanin x noqtosindoki toromasini tapmagla da miioyyan etmak olar. Yoni C(x)
funksiyasinin C '(x) téromasinin giymati (x + 1)-ci malin maya doyarindoki
doyismeni, marjinal maya doyarini toxmin etmok {i¢iin istifado edilir.

C;(f)_}C(x+ 1) - Cx)

Marjinal galir. R'(x) satilan malin (vo ya xidmaotin) sayindan asili olaraq
golirin verilon andaki doyismasidir, basqa s6zlo, marjinal galir hor alava is-
tehsal edilon maldan (vo ya xidmatdon) olds edilon golirdir.

Marjinal monfaat. P'(x) satilan mohsuldan (vo ya xidmotdon) aldo olunan
monfoatin satilan malin (vo ya xidmaotin) sayina gors doyismosidir (stiratidir).
Basqga sozlo, har alava istehsal edilon maldan (va ya xidmotdon) golon monfaoti
gostorir.

plunan x sayda malin

Niimuno. Qizdirict cihaz istehsal edan sirkgt i
i ayda malin satisindan

maya doyorini C(x) = x° — 6x e

olds edilon galiri iso R(x) = x3 ast ilo modellogdirmisdir.
a) 10 cihaz istehsalindan s@nra ' aya doyaeri sirkoto ne¢o manata
basa golor?

dan sofeg satilan bir cihazdan aldos edilon goliri tapin.

ellosdiron funksiya C(x) = x> — 6x + 15x kimidir.
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Toramonin tatbiqi ilo masalo holli

a) C'(x) = (x*—6x2+ 15x)'=3x>~12x + 15; C'(10)=3-10>- 12-10 + 15 =195"
Yoni, 10-cu cihaz istehsal edildikdon sonra ndvbaeti cihazin maya dayeri
toxminon 195 manat olar.
b) R(x) funksiyasimin R'(x) toromo funksiyasi istonilon anda (istehsal sayindan
asil1 olaraq) mohsulun satisindan aldo edilon goliri miioyyon etmaye imkan
verir. R'(x)=(x3—3x>+12x)' = 3x2—6x+ 12
R'(10)=3-10>-6 -10 + 12 =252"
[16. C(x) = 4x + 10, R(x) = 50x — 0,5x? olarsa:

a) P(x) monfoot funksiyasini yazin;

b) C(40), R(40), P(40) giymatlorini tapin;

¢) C'(x), R'(x), P '(x) toroma funksiyalarin1 yazin;

d) C'(40), R'(40), P'(40) giymatlorini hesablayin.

|17. Marjinal maya doyari. Tutaq ki, sirkat x sayda paltaryuyan masin istehsal
etdikdo maya doyori C(x) = 2000 + 100x — 0,1x? funksiyas1 ilo hesablanr.
a) 100 masin istehsal edildikdo bir paltaryuyan masinin orta qiymati
(C(x)/x) ne¢o manat olacaq?
b) 100 paltaryuyan masin istehsal edildikdo bir paltaryuyan masinin marji-
nal qiymati (maya doyori) neco manat olacaq?
c¢) Gostarin ki, 100 paltaryuyan masin istehsal edildikdo marjinal maya
doyaeri (istehsal qiymati) 101-ci paltaryuyan masinin istehsal qiymating
toxminan barabardir.

|18. Marjinal galir. Sirkotin qatlanib yigila bilen x sayda masanin satisindan
olds etdiyi imumi golirini

2
R(x) =20x — SXW funksiyasi ilo modellogdirmak olar.
a) 1000 masa satildiqgda marjinal goaliri miioyyan edin.
b) 1001-ci masa {iglin marjinal goliri R(10Q 1000) ifadasinin
qiymating gdéro miioyyon edin.
¢) a va b bandindoki caval%nmz
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ikinci tartib toroamo

Ikinci tartib téramo. Gedilan yol, siirat, tacil

Tutaq ki,verilmis araligda y = f{x) funksiyasinin f"'(x) toromasi var. Ogor
f'(x) funksiyas1 diferensiallanandirsa, onun téromasine f{x) funksiyasinin
ikinci tortib toromasi deyilir vo f'(x) kimi isars edilir.

Molumdur ki, tdrama ani doyismeni gosterir. Gedilon yolun zamana gora

ani doyigmosi siiratdir. Buradan téromonin fiziki monasi aydin olur.
s(?) ganunu ilo diizxatli horokotds ani siirat s(¢) funksiyasinin téromasing
borabordir:
W6 = 5'(5) = lim S0 = 50) AAt) —s()
At—0 4

Siirat 6zii do zamandan asil1 doyiso bilor. Siratin doyismasi isa tocil ad-
lanan yeni bir komiyyatla ifade edilir. Umumiyyatls, gedilon yolun zaman-
dan asil1 funksiyasinin toromasini tapmagqla siirat funksiyasi, yenidon siirot
funksiyasinin toromasini tapmagqla tocil tapilir. Yoni, gedilon yolu gostoron
funksiyanin ardicil olaraq iki dofa téromosini almagla tacili tapmagq olar:

a(t) =Vv'(t) = (s'(1))'=s"(1)

Fizikadan molumdur ki, hom siirat, hom do tocil vektorial komiyyatdir.
Tacil va siirat eyni isarali olarsa, horokot yeyinlogon, oks igarali olarsa, yava-
styandir.

Ikinci tortib toromoadan bir ¢ox iqgtisadi masalalorin, hamginnin real hoyati
situasiyalara aid masalalorin hollinds istifads edilir. Dayismanin miisbat vo
ya monfi oldugunun toxmin edilmasi miihiim praktik shomiyyat kosb edir.

Niimuno 1. Verilon funksiyalarin y" ikinci tortib toromasini tapin.

5
a)y=x*+3x2—5x ‘b)yzj(xszx)2
Holli:
a)y ' = (x*+3x2-5x) =4x+ 6x -5 inét g oma tapilr
y"=@x3+6x-5) =12x*+ 6' ncioriiy torama tapilir

5
b)y= 5 (x? — 2x)?
V' =(2,50x2 - 2xP%= 502 —Q)(x2 — 2x)'  miirakkab funksiyamin diferensial-
, lanma qaydast tatbiq edilmakla
) —30x7+ 20x birinci tartib torama tapilir

"= (10 20x)" = 30x2 — 60x + 20  ikinci tartib téroma tapilir
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ikinci tartib toramo

Niimuno 2. ¢ zamanindan asili olaraq qot

edilon yolun s(¢) = £ —12¢ + 36t (¢ zamani ) N\ hnohfi budag

saniya ilo, s mosafoni metrlo gostorir, £>0) | 7|/ smsalt

funksiyasma goro mosaf, siirot vo tocil ™S gf bucnq [aor bieed
. > oy |/ ymean

funksiyalar1 arasindaki olageni arasdirin. 770%27% dNYEE I

Holli: 0| |2 4 8 1

s(#)-nin grafikindon goriindiyl kimi, =2 |2

va ¢ = 6 olduqda toxunanin bucaq amsali s1- ]

firdir. Yoni bu noqtolor uygun téroms funk- B

siyanin sifirlaridir. .

(0; 2) vo (6; 8) intervalinda s() funksiya- LR

siin grafikine ¢okilmis toxunanlarin bucaq ba \[E B

omsallar1 miisbatdir vo v(¢) funksiyasi da \ /

miisbotdir (¢ oxundan yuxarida yerlosir). 2N T 6

(2;6) intervalinda toxunanlarin bucaq om- A \g\ i M

sallar1 monfidir, v(¢) funksiyas1 da manfidir 0 f / 6 18 10

(t oxundan asagida yerlosir). -2 i

w(t) = s'(f) = 32 —24¢ + 36 funksiyasinin | |,
grafikindon goriiniir ki, # = 4 oldugda toxu-
nanin bucaq omsali sifira borabardir. Bu ,
noqto a(t) funksiyasinin grafikinin absis 2

oxu ilo kasisma noqtasidir. - af) //

v(f) funksiyasinin grafikine toxunanin bu- T /| ;nusbet .
caq amsal1 [0; 4) intervalinda monfi, (4; 8) 2

intervalinda iso miisbat oldugundan tor4

a(t) =v'(t) = 6t — 24 funksiyasi [0; 4) arali- 0 > /4] 6] 8| 10 1
ginda monfi; (4; 8) araliginda miisbot 12 manfi|tacil

giymotlor alir. P

) g
Oyranma tapsiriqlari
|L Verilon funksiyalar ticling iki rtib #romoni tapin.
Dy="7x+2 )y=6x-3
3)y=4x*+ 3x—1 4)y=4x>-5x+7
5)y=>5x+ 6) y=2x*—5x

8)y=Tx+2
1

IO)y:?

12) y =k
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ikinci tartib toromo

& Verilon funksiyalar ti¢iin /"'(2) -1 tapin.

1) fix)=4x-5x+ 6 3) fix)=(3x2+ 2)(1 —x)
2) flx) =2x* - 3x*+ 6x?+ 5 4) fix) = (6x — 5)(x* + 4)
|i Verilon funksiyalar {igiin y"-1 tapin.
_ _ Bx+1 _ 2.1
Dy =+ 3)dx - 1) yy= L y= S+ 5

|i Soklo goro masafa s(z), siirat v(¢) vo tocil a(f) funksiyalarinin grafiklorino
uygun xatlori miioyyon edin.

. \ (1] \
Y INT ®
M
N
/e

~—1

—

a

Y

””
o

=
T~
T~
~

3
i
I
[/

|i Yuxar1 atilmig cismin yerdon hiindiirliiyiliniin # zamanindan asililigin
h(t) =—0,5g+vot + ho funksiyasi ilo ifads etmok olar. Burada
2~ 9,8m/san? sorbastdiismo tocilini, vo -baslangic siirati m/san ilo, 4 cismin
atildig1 hiindiirlityii metrlo, # zamani saniyo ilo gostorir.
a) h(?) funksiyasina gora siirat v(¢) va tacil a(7) funksiyasini miisyyan edin.

b) Ox, hiindiirlityii 3 m olan agacdan 18 m/san baglangic siirati ilo yuxari
atilmisdir. Oxun horakatini tosvir edon s(7), v(¢).ya a(?) funksiyalarini yazin.

metrld, 7 saniya ilo verilir. gedilo
funksiyalarin1 miioyyon edi 2 oldugga v(#) vo a(?)-ni tapin.

H==~r 1 (yerdoyismo metrlo, ¢ zamant
ilo diizxotli horokot edir. Horokoto bagladigdan
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Ustlii vo loqarifmik funksiyanin toramosi

Ustlii funksiyanin téramasi

Biz eksponensial artma vo azalma ilo modellogdirilo
bilon bir ¢ox real hoyati situasiyalara aid masololor-
lo tanis1q. Mosolon, ohalinin artimi, bank hesabindaki
pulun mabloginin artimi, radioaktiv maddonin parca-
lanmasi, canlilarin, bakteriyalarin goxalmasi vo s. Bu
situasiyalarda istonilon andaki artim siiratinin miioyyon edilmasi mithiim
ohomiyyat kasb edir. Bu artim siiratini iso toromonin totbiqi ilo miioyyen
etmak olar.

Ustlii funksiya adod oxunun har bir noqtasindo diferensiallanandir.

1. y = ¢* funksiyasinin toromasi: (e®)' = e

, . eXh_ex  oxph_ px toramanin torifi
(e9) = 1,,m3 o lim .
- k=0 h e vurugu motariza xaricina ¢ixarilir
h_ ) . .
= lim e~ - eh—1 o vurugu h-dan asili olmadigindan
h—0 h limit isarasinin qarsisina ¢ixarilir.
h_ I
. e 1 . eh—1
=e*-lim lim =1 nazora alinir.
0 h—o |
= ex

2.y = "™ miirakkab funksiyasinin téramasi.
u(x) diferensiallanan funksiya olarsa, (e*®)’ = "™ -u'(x)
Xiisusi halda, (e **?) = k-e k+?

3.y =a* funksiyasinin toromosi: (a¥)' = a*‘lna
y'=(a*)' =(e*%) = logarifmin asas xassasi

= eang = miirakkob fu

= a*Ina logarifi

4. y = a*® miirakkab funks n

n tOromasi

_ —4In10-10'

X2
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Ustlii vo loqarifmik funksiyanin toramosi

1.
2.

3.

|i
5.

Oyranma tapsiriqlar
Funksiyanin téromasini tapin.

a)y=3e+ 2 b)y=2x—e~ c)y=e*2 d) y=e¥*2
&) y=2u-e Hy=2-e gy=c-ex  hy=2
Funksiyanin téromasini tapin.

a)y — 73x+2 b)y — 475x+ 2 C)y = 3.4x+2

d)y =—10%+4 e)s=2-3" f)s=5-2%2

a) y = e* funksiyasinin qrafikine (0;1) noqtosindos ¢okilmis toxunanin
bucaq omsalini tapin vo bu toxunanin tonliyini yazin.

b) y = e funksiyasinin grafikine (0;1) ndqtasinds ¢okilmis toxunanin
tonliyini yazin.

¢) y = e~* funksiyasinin grafikine toxunan olub, koordinat baglangicindan
kegon diiz xattin tonliyini yazin.

Tapm: a) f(x) = 2e*+ 2 olduqda £ '(0)-1; b) f(x) =\x - e* olduqda f '(1)-i
f(x) > 0 borabarsizliyini hall edin.

a) f(x) =x-In3 — 3~ b) f(x) =2+ 4-2~
Tatbiq tapsiriqlar
flx) = 23 funksiyasinin toromasi li¢iin A

J'(x) = (2e¥) = (2™)(3x)" = 3(2e™) = 3/(x)
oldugundan f(x) funksiyasinin grafikins absisi x

olan noqtads ¢okilmis toxunanin bucaq omsalinin
qiymoti funksiyanin bu néqtedoki qiymstinden 3
dofo boyiikdiir. X >
Bu onu gostarir ki, eksponensial doyismado artimin doyisma siirati artimin
miqdari ilo miitonasibdir.

Niimuna. Miirakkab faizls pul artimi. Po mabloginds pul illik 9% miirok-
ksb faiz art1m1 ilo banka qoyulmusdur

=t (0=31x)

a) Banka 1000 manat pul qoyulmussa nda bankdakl omanat
ne¢a manat olacaq?

b) Banka 1000 manat pul q -cNildo pul artim1 ne¢o manat
olacaq?

funksiyasinin téromasinin qiymati omanatin 4-cii
na uygundur. Bu artim AP = P'(3)-Ar=P'(3):1 =P'(3)
1000 - 0,09 - €29 oldugundan, AP = P'(3) = 90 - €02~
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Ustlii vo loqarifmik funksiyanin toramosi

l6.

10,

Qrafkalkulyatorla is. a) /' (x) =4 funksiyasmin grafikini ¢okin.
b) /'(x) funksiyasinin qrafikini ¢okin.

c) gx)= f(xx) funksiyasinin grafikini toxmin edin va fikirlorinizi yazin.

d) Qrafkalkulyatorla g(x) funksiyasinin qrafikini qurun, toxminlorinizi
yoxlayin.

e) y = 4" funksiyasinin ovazins istonilon y = a* funksiyasi olarsa, g(x)
funksiyasinin grafikinin formasi doyigormi? Xiisusi halda a = e olarsa,
grafik haqqinda fikrinizi yazin.

Jhali artimi. BMT-nin verdiyi molumatlara osason 1960-c1 ildon
baglayaraq shalinin (milyon naforlo) artimini illora gora N(¢) = 310000166
funksiyas1 ilo modellosdirmok olar. ©hali artiminin verilon ildoki artim
stiratini (ani artim siirati) miioyyon edin:

a) 1980; b) 2002; ¢)2015

Satis artimi. Yeni satisa ¢ixarilan kompiiterlorin satisin1 zamandan (illo)
asili olaraq S(7) =100 — 90e -%3t funksiyas1 ilo modellosdirmok olar.
Satisin: a) 3 ildon sonraki; b) 5 ildon sonraki artim siiratini miioyyon edin.

Radioaktiv parcalanma. Qurgusun-214 maddosinin ¢ ildon sonra
qalan(qramla) miqdarini A(#) = 500e-%3! diisturu ilo miisyyan etmak olar.
1) Verilon illordon sonraki ildo maddonin miqdar1 ne¢o qram azalacaq (ani
doyismo)?

a) 4 ildon sonra b) 7 ildon sonra ¢) 10 ildan sonra

2) Madds miqdariin dayisma siirati haqqinda fikirlorinizi yazin.

3) Maddo nohayat tamamilo yox olacaqmi?

Biznes. Polimer mohsullar istehsal edop zdVod
istehsala bagladig1 miiddotdon etibaron ANmo
nun maya dayarini milyorﬂ natl
C(¢) = 100 — 50e funksiya
olar.

C(1y=100-50¢ !

Talob olunanlari t

ol 5 10 15 20 ¢

163



Ustlii va loqarifmik funksiyanin téromasi

Loqarifmik funksiyanin toromasi

y = Inx funksiyasi (0;+ «) arali@inda diferen-

siallanandir vo  (Inx)' = -

e&@=Xx ekvivalent yazilisla avaz edilir
(&)= (x) téromasi alinir

(€) y' = 1 miirokkab funksiyanin téramasi nazora alinir ); 2:0.7 Six)=In x
1 ; 2
y’ = — = —  vazetma aparilir K-:
] X 1 2 4 6 8x
"= — ,yoni (Inx) =— -2
X X

vy = Inx funksiyasinin téromosini handasi olaraq bels toqdim etmok olar.
Qrafik tizorinds soldan baslayaraq har hansi ndqtods toxunan ¢okin. Bu
toxunan lizorindo xotkes yerlosdirin vo xatkeslo toxunanin saga dogru
yerdoyismasini modellosdirin. Hor novbati toxunan xotkesin voziyyatini bir
gadar da tifliqi vaziyyata gotirilmasini talob edir vo bucaq omsalinin qiymati
0-a yaxinlasir.

u(x) > 0 vo diferensiallanan funksiyadirsa, (Inu(x))’ = —~u’(x)

u(x)
Xiisusi halda, (In(kx + b))’ =

kx+b

Niimuna. a) y = In5x;  b) y = In(x3 + 2) funksiyasinin tdromasini tapin.
Holli: a) y' = (In5x)'= (In5 + Inx)'= 0 +xi :xi
1 3x2
= 3 r— . 3 [
b)y’= (I +2)) xX3+2 i +2) x3+2

y =log,x funksiyasimin téramasi: (logx)' =

x ‘Ina

Dogrudan da, log,x = }ﬂ oldugundan

(log,x)" = (E) = lna

téromasi alinir

alinir.

» (log u(x))" = u'(x)

u(x) ‘Ina '

AR S S N S
)= (x2+1):In3 2+ 1)= (x2+1):In3
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Ustlii va loqarifmik funksiyanin téromasi
Oyronmo tapsiriglar
|L Verilmis funksiyanin tdromasini tapin.
a)y=4Inx b)y=31In(2x) )y=In2x+1) d)Inx*+1)

& Funksiyanin téromasini tapin.

a)y=x>Inx b)y=l% c)y=In*x d)y=\/m

|i vy = In x funksiyasinin téromasini logarifmik funksiyani ekvivalent iistlii
funksiya yazilis1 ilo ifado etmoklo tapin.

|i Funksiyanin téromasini tapin.

2 c)y=1g\/m

a)y = log(x* + x + 3) b)y=10g3j§;1

5, Verilmis funksiyanin téromasinin verilmis ndqtodoki qiymatini hesablayin.
a) flx) =log, (4 + 3x) , xo=-1 b) filx) =x* ‘In(3 + 2x) , xo=—1

|i 1) f(x) = x — Inx olarsa, f"'(x) > 0 barabarsizliyini hall edin.

2) x-in hans1 qiymatlorinds verilmis funksiyanin toromasi sifira barabordir?
a) flx)=In(x +2)—-2x + 2 b) flx) = x> — 3Inx

|l a) y = xlnx funksiyasmin qrafikino absisi xo = e olan noqtodo ¢okilmis
toxunanin tanliyini yazin.
b)y= x2ln% funksiyasinin qrafikino absisi xo = 2 olan noqtado ¢okilmis

toxunanin tonliyini yazin.

Tatbiq tapsiriglar:

|§ Bakteriyalarin ¢oxalmasi. Todqiqatlar329C t raturda kolbasadaki
baktareyalarin ¢ zaman anindaki N(7) say1

a) Logarifmin stifado etmoklo N(7) funksiyasini yazin
No =@.00 gabul

b) N( I toromasini tapin v situasiyaya uygun izah edin.
c)t=1
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Ustlii va logarifmik funksiyanin téromasi

9.

|10.

|12,

|13.

|14

Marjinal maya dayari. Tutaq ki, x sayda tlitok musiqi alatini diizoltmak
liglin maya doyari(manatla) C(x)= 5 log,x + 10 funksiyasi ilo modellas-
dirilir. a) 10; b) 20 tiitok diizoldildiyi halda marjinal maya doyorini tapin.

Z31z3lonin amplitudu. Zslzolonin giicii (maqnitudasi)

M= lg%0 kimi miiayyan edilir.

Burada Ao hiss oluna bilon yeralt1 tokanin an ki¢ik amplitudu, A bas
vermis yeralti tokanin amplitududur.

a) dM/dA dayismasini tapin.

b) dM/dA doyismosini situasiyaya uygun izah edin. A-nin qiymoti
boyiidiikco dM/dA neco doyigocok?

Arilarin coxalmasi. Tutaq ki, arilarin goxalmasinin ¢ zamandan
astliligii N(7) = (#+200) In(#+2) funksiyasi ilo modellogdirmok olar. Bu-
rada ¢ saatla olgiiliir. Coxalmanin 5-ci; 10-cu giiniindoki artim siiratini
miioyyan edin.

I9manatin artimi. Galiri miirokkob faiz artim diisturu ilo hesablanan pul
omanoati 7% golirlo banka qoyulmusdur. Bu pulun iimumi mabloginin
ilkin mablagin ikigat1 olma vaxtini1 gostoron diistur asagidaki kimidir:

In2
In(1 + 7/ 100)

r =5 olduqda d7/dr -1 tapin va situasiyaya uygun izah edin.

Loman deyir ki, y = In5x vo y = Inx funksiyalarinin har ikisinin téromasi

% - r. Siz bu fikrin sohv

oldugunu necs izah edordiniz?

dir. Demali, bu funksiyalar eyni funksi

g6lo 400 farel balig

Farel baliginin goxalmas@oxa
xu 2500-0 godor artmasina

atildi. Goldoki movcud soragffarel
imkan verir. Farellorin tagmin
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Trigonometrik funksiyalarin toromasi

Arasdirma. y = sinx funksiyasinin toramasi.

1. y = sinx funksiyasinin qrafikini doftorinizds ¢o-
kin. Verilon noqtelords toxunanlarin bucaq amsal-
larm grafik tizorindo geyd edin.

2. Yeni koordinat sistemi ¢okin vo toxunanin qeyd
edilmis noqtodoki bucaq omsallarina uygun noqg-
tolori geyd edin.

3. Qeyd etdiyiniz noqtolori birlosdirin. Bucaq om-
sallarinin gqiymotinin homin ndqtodoki toéromo
funksiyanin qiymati oldugunu nazars alaraq toroma
funksiya haqqinda fikirlorinizi toqdim edin.

4. Eyni addimlar1 y = cosx funksiyasi ti¢iin do yerino yetirin vo onun téromo
funksiyasi haqqindaki fikirlorinizi tagdim edin.

Trigonometrik funksiyalarin toromasi

Trigonometrik funksiyalar tayin oblastinda diferensiallanandir.

y = sinx funksiyasinin téramasi: (sinx)’ = cos x

PN . sin(x+Ax) — sinx Toramanin torifina gora
=(Sinx) =
y' = (sinx) gm

—>

_ 1:.- SINX coSAx + cosx sinAx — sinx . : .
=lim = trigonometrik eynilik
Ax—0 Ax .

=lim . S i
A0 rtaq vurugun motorizo
ricina ¢ixarilmasi
=lim kasrin xassasi

— limitin xassasi

+ cosx lim SI_IIAC — olmadigi iiciin
A0 Ax

. — COS . sint
-0+ cosx-1=cosx [ln(pl%“:o lim ~ =

oldugu nazora alinmusdur.

167

sinx va cos x, Ax-dan asili



Triqonometrik funksiyalarin toromasi

y = sinu(x) miirakkab funksiyasinin toromasi:

u(x) diferensiallanan funksiyadirsa, (sin #(x))' = u'(x) cosu(x)
Xiisusi halda, (sin(kx + b)) =k - cos (kx + b)

Niimuna. y = sin2x funksiyasinin téromasini tapin.

Holli: Burada, u =2x, y'=(sin2x)' = cos2x-(2x)" = 2cos2x

y = cosx funksiyasinin toramasi: (cosx)' =—sin x

Cos x = sin(l — x) eyniliyindon istifado etmoklo y = cosx funksiyasinin
toromosini tapmagq olar.

y"=(cosx)' = (sin( n—x))’ =cos (E —-Xx)- (E —x)'=—sinx
2 —2V ‘2—v—‘
sinx -1

y = cosu(x) miirakkab funksiyasinin téoromasi:

u(x) diferensiallanan funksiyadirsa, (cos u(x))’' = —u'(x) sinu(x)
Xiisusi halda, (cos(kx + b))’ =—k - sin (kx + b)

Niimuna. y = cos 4x funksiyasinin toromasini tapin.

Holli: Burada, u = 4x, y' = (cos 4x)’ = — sindx *(4x)" = — 4sindx

y = tgx funksiyasimin téromasi: (tg x)' = cosiy

sinx - . iy .
tg x = 55y cyniliyindon istifade etmoklo y = tgx funksiyasmnin téromasini
tapmaq olar.

, , ( sin x )r (sinx)'cos x — (cos x)'sinx  cos?x + sin® x 1
y'=(tgx)=\cosx) = cos2x - cos’x ~ cos2x

y = tgu(x) miirokkab funksiyasinin toramasi:

u(x) diferensiallanan funksiyadirsa, (tg u(x))’= u'(x)

08%1(x) '

Xiisusi halda, (tg(kx + b))’ = cos(kx +

Oxsar qayda ilo gostormok olar ki,

(ctgx)'=— sinZx ’

xiisusi halda, (ctg(

Niimuna 1. y =
Holli: y' = (3sin

(3sin2x)" — (4cos3x)’ =
in3x(3x)" = 6cos2x + 12sin3x

32x funksiyasinin téromosini tapin.

= 24 sin’2x -cos2x
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Triqonometrik funksiyalarin toromasi

Oyranmo tapsiriglar
|1. Sokildo y = —2cosx funksiyasmin grafiki verilmisdir.

2.

5.

l6.
7.

1) Qrafiko goro funksiyanin verilon noqtolords

toxunanlarin bucaq omsallarini miioyyon edin:/\ 2?[ /\ /
a) funksiyanin sifirlarinda; 0 T\ on =x
b) maksimum noqtalorindy; N/ \/

¢) minimum ndqtalorinda.

2) toromo funksiyasinin qrafikini ¢okin.

Funksiyanin téromasini tapin.

a)y=2sinx b) y=3cos x c)y=2ctgx
d) y =3 sin 2x e)y=2cos 3x Hly=4tg2x
g) y=x*sinx h) y=x - sin 2x i) y=x>-cos2x

Funksiyanin téromasinin verilmis ndqtodo qiymatini hesablayin.
a)f(x) =4x-2tgx, f ’(%) b) f(x) =x- cos2x, f'(m)
T

Funksiyanin téromasini tapin vo x = 3 noqtasinds toxunanin bucaq
omsalini hesablayin.

a)y =cosx b) y =2sinx C) y=cosx—sinx

d) y =-sin 3x e) y = cos(m — 2x) f) y = cos(3x + 2m)
Funksiyanin téromasini tapin.
a) y=sin x cos x b) y = sin 3x-cosx + cos3x-sinx
c)y=cos’x—sin’x  d)y=cos 3x-cosx — cos3x-cosx

a) y =sin?x + cos? x funksiyasinin toromasinin sifir oldugunu gostorin.

Funksiyanin téromasini tapin.

) cos ¢
1)y = sin’x ()= ;

_sinx . 1
4) flx) =— 6) y=x"-cos —

7) y = e*-sin 2x 9) y = 3sin*2x

f7(x)=0 ton i holl e
a) A(x)=x—

X

b) f(x) = sinx + >

¢) f(x)=x+ cos2x

Torom3gig® / '(x) =2 + sinx;  b) f'(x) =cos2x olan heg¢ olmasa bir
f(x) funksiyasin1 diisturla verin.
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Triqonometrik funksiyalarin toromasi

m. Aciq tipli sual. y = sin"u(x) soklindo bir miirokkob funksiya yazin vo
toromasini tapin.

m. a) y = sin%x funksiyasinin grafikine toxunanin bucaq omsalinin sifra barabor
oldugu biitiin ndqtalorin absislorini miioyyon edin.
b) f{x)=2sinx — sin’x funksiyasinin gqrafikinin hansi noqtalorinds toxunanin
iifiigi oldugunu miioyyon edin. .
¢) y = sin2x funksiyasinin grafikine absisi xo = 3 olan noqtodo ¢okilmis
toxunanin tonliyini yazin.

|1_2, Verilon funksiyalarin grafikine koordinat baglangicinda ¢okilmis
toxunanin bucaq amsalini tapin. Bu qiymati x = 27 noqtasindoki
toxunanin bucaq amsali ilo miiqayiso edin.

|E. y = x?sin2x funksiyasinin ikinci tortib tdromosini tapin.

M. Px)= 1 —-tg2xx +tghx —tgx+ ..., va0<x< % olarsa, P'(x) funksiyasi
hansidir?
a) sin2x b) cos2x c) —tg2x d) —sin2x e) —cos2x

|L5 Donizdo qabarmalar vo c¢okilmoaloro goro sahilin yaxinliginda suyun
dorinliyini (metrlo)

D(t)=1,5+0,5 cos

6
a) dD/dt funksiyasini yazin.

b) =5 va t =10 olduqda dD/dt-nin qiymatini f@pin. B qiymotlori situasiyaya
uygun izah edin.
¢) Sahilin yaxinliginda na 11 cox olacaq?

|1_6 ¥ =2cos x sin 2x funksi abstSi x =§— olan ndqtade
¢okilmis toxunanin buc

funksiyasi ilo modellosdirmak olar.

c) f(6) =15cos36+ 60— 6

d) 1(0) =Z— cosdd — ’;— sin30
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Umumilosdirici tapsiriglar

|L Funksiyalarin tdromosini tapin.

a) h(t)= £ =2 P+ b) p(n) =+ S+ e &) p()=r - E=tr-
! 5Vr
& Sara hava vurulur. Sarin hacmini V =4 73 kimi miioyyon etmak olar,

burada 7 sarin radiusudur (santimetrlo).

r=1,5; 6; 9 oldugu anlardaki ani hocm doyismolorini miisyyan edin.

|i a)y= Vx funksiyasinin gqrafikini qurun. Absisi xo= 1 olan néqtods toxu-

nan ¢okin vo bu toxunanin tonliyini yazin.

b) y = (6x — 3)(—x? + 2) funksiyasiin qrafiking absisi xo = 1 olan noqtado
¢okilmis toxunanin tonliyini yazin.

|i f(x)=(4—x*)(3x + 1) funksiyas1 verilmigdir. /"(—2) qiymatini tapin.

|i Funksiyanin téromosinin verilmis néqtedaki giymoatini tapin.

27 (cx+ 2y
8= 7 37 D) F &) M) =57 207

x0= —1 xo= 1 xXo= -2
|£ _gl toromasinin verilmis xo ndqtesinds qiymatini tapin.
X

a)y=1’+3u; u=\Nx—1; x0=5 b)y=@;u=6—x; Xo= -3
|l Funksiyalarin téromasini tapin
a)y= sin<9 +If— ) b)y =cos<6 - Z— ) c) f(x) =—g— cos’x
d) y=sin* 0 e)y = sin® 40 f) 3cos? 260
|8. Funksiyanin téromosini tapu
a)y= 2e g b) f(x)= —3%&> c) gtx) = 2xe™ d) y= x> In2x

kompt alsaniz, bir qodar vaxt kecdikdon
1 goracoksiniz. Kompiiterin qiymaotinin za-
(7) = 900e * funksiyast ilo ifads etmok olar.
n qlymatini tapin

ompiiterin qiymati ne¢d manat olacaq?

|9. Bu giin on miiasir
sonra qiyma
mandan asili

Bu zaman giymatin ucuzlagma siiroti no godor olacaq?
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Firlanma fiqurlariin hacmi

14

« Silindrin hocmi

* Konusun hacmi

 Kasik konusun hacmi

* Kiira vo hissalorinin hocmi
* Oxsar fiqurlarin hacmi

Riyazi liigot
¢ konusun hacmi ¢ yarimkiironin hacmi
¢ silindrin hacmi ¢ kiiro seqmentinin hacmi
¢ kiironin hacmi ¢ kiiro gatinin hacmi

4 kiro sektorunun hocmi




Silindrin hacmi

Hocm dedikds foza fiqurlarinin tutumu basa diisiiliir. Asagida verilon iki
silindrdon hansinin hacminin daha boyiik oldugunu diisiiniirsiiniiz?

=

Silindrin hacmi

Oturacagqlari silindrin oturacaqlari daxiline (xaricino) ¢okilmis prizmaya
silindrin daxilins (xaricine) ¢okilmis prizma deyilir. Tutaq ki,
oturacaginin radiusu 7, hiindiirliiyti # olan
silindrin daxilins vo xaricing diizgiin n-
bucaqli prizmalar ¢okilmisdir. » sonsuz
boylidiikco bu prizmalarin oturacaqlarinin
saholori silindrin oturacaginin sahasing
(Sor) yaxinlagdigindan onlarm hacmlori 5 PR |
Sot*h-a yaxinlasacaqdir.

Silindrin hocmi oturacaginin sahosi
ilo hiindiirliiyii hasilino barabardir:
V=Suh, So =mr
V =nrh

Oyranmo tapsiriglar
|L Sokilds verilonlors gors silindrlogin hodmi @

3m m 10 mm
5 e 3 mm
m hoc hesablayin.
‘ b 5T PN
&' mm

9sm

6 sm

|& Verilonlora gora

| g

15 sm

Oturacaginin sahasi: 25 mm? Oturacaginin sahasi: 35 sm?
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Silindrin hacmi

|i Verilonlora goro machullari tapin.

4.

. Silindrin daxilins diizgiin i

V=13.61m V= 1800m sm? V=12nm?

a) D b) 0) ——
h /” 75 SL “ - |
15 sm ~— - l L0
1,5m :

Yan sothinin sahasi 20 rt, hiindiirlilyd 10 vahid olan silindrin hocmini
tapin.

Silindrin hiindiirliiyii 5 sm, tam sothinin sahasi 72 © sm?-dir. Silindrin
hocmini tapin.

Silindrin hiindiirlilyl 25 sm, diametri 8 sm-dir. Bu silindrin hiindiir-
liytlini 5 sm kicildib , radiusunu 1 sm boyiitsok, hacmi neca doyisor?

Fiqurlarin tam sothlorininin sahasini vo hacmini tapin.

a» Dl
Y 9 2 llsm 2 85“1
sm

S ——
2 s 10 sm 4 sm

4 sm ot P
diizbucaqli paralelepiped diizglin prizma

Silindrin yan sathi S-9, oturacaq ¢evrasinin uzunlugu C-ys barabardir.
Silindrin hocmini tapin.

Silindrin ox kesiyi diaqonali 4 olan kvadratdygSilindrin hacmini tapin.

¢okilmigdir. Bu silindrlori

Sokilds silindrin miistoyi kosi 1lan hissoalori tosvir edilmisdir.
Verilonlora gora slorin h
a) b) c)
9 sm 15 sm



Silindrin hacmi

|12.

a)

113,

115,

116.

. Sirs, oturacaq radiusu 15 sm, hiindiirliiyii 20 sm olan

. Kar

Verilonloro gore fiqurlarin hacmini hesablayin.

b) 6 e)
10 sm 2sm "’
14 sm
8mm Jdm
8 S 8 mm -

m
diiz prizma

18sm

a) Silindrin hacmini iki dofs artirmaq iiglin oturacagini doyigsmoyarak,
hiindiirliiylinii ne¢o dofs artirmaq lazimdir?

b) Silindrin yan sothi (kvadrat vahidlo) vo hacmi (kub vahidlo) eyni
odadls ifads olunur. Silindrin diametrini tapin.

Tatbiq tapsiriqlar

qablara doldurulmusdur. Sirs hiindiirliiyli 6 sm, otura-
caq radiusu 3 sm olan stokanlarda satilir. Bir stokan
sironin qiymati 3 manat olarsa, qabla dolu sironin
satisindan ne¢o manat pul aldo edilor?

Borunun daxili diametri 24 sm, xarici diametri 28 sm vo uzunlugu 35 sm-
dir. Borunun hazirlandigi materialin sixligi 0,6 g/sm? olarsa, borunun
kiitlosini tapin.

Quru ot sixilmagqla diizbucaqli paraleleplped soklino salinir. Bu para-
lelepipedlarin dlgtilori adoton 40 sm x 40 sm kimi olur. Lakin bazon
ot silindr formasinda da yigilir. Sokildgki @l¢ti mrulanmis ot y1ginin-

as, radi@su 7 mm olan silindrsokilli agac hissodon vo radiusu 1 mm
olan ssodon ibaratdir. Uzunlugu 14 sm olan karandasin agac
hissasinii hocmini tapin.
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Silindrin hacmi

|18. Sokilds verilonlora goro Miirokkeb fiqurlarin hocmini hesablayin.

19.

120.

C) 2m

a)  02m

2m

f——5m—

Giilzar deyir ki, oturacaginin radiusu 0,75 m, hiindiirliyt 0,50 m olan
silindrik su ¢oninin tutumunu iki defs artirmaq tigiin onun verilon
olgiilorini do iki dofs artirmaq lazimdir. Giilzarin fikrine miinasibatinizi
uygun hesablamalar aparmaqla bildirin.

a) Verilon 6lgiilords ¢on nega litr su tutur?

b) Hansi dlgiilorda ¢onin tutumu hazirkindan iki dofe ¢cox olacaq?

Sokilds iki miixtalif silindr vo diizbu-
caqli paralelepiped formali qutularda

duz qgabi verilmisdir. 815 sm
a) Hans1 qabin tutumu daha ¢oxdur? 2
b) Sizco hansi qablagdirma iist-iisto ——— .

sm

yigma va dagima baximindan daha 10 sm
rahatdir? Se¢iminizi asaslandirin.

Olgiilori 20 smx15 sm x6 sm olan paralelepipedsokilli xomir kiitlosindon
radiusu 1 sm, hiindiirliiyli 5 sm olan silindrsokilli kekslor hazirlanmalidir.
Nego belo keks hazirlamaq miimkiindiir?

Hiindiirlilyti 10 sm olan su ilo dolu sili
bosaldigda suyun qabdaki soviyyasi 2

drffo gabdan 25 sm?
b na godor su tutur?

& cisim

orsen 1 dogigado 40 dofo harakat edir. Nasosun 1
oyi suyun miqdarini tapin.
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Konusun hacmi

Praktik masgala. Hiindiirliiklori vo otura-
caqlar1 eyni olan prizma va piramidanin hacm-
lori arasinda hansi olago var? Bu slaqgoni silindr
vo konusun hocmi arasindaki olagoyo do aid [/

etmok olarmi? -

Kartondan oturacaq radiuslar1 vo hiindirliiklori
eyni olan silindir vo konussokilli modellor diizal-
din. Konussokilli gabla (qum, diiyii vo s) silindrik
qab1 doldurun. Neco bels qgab silindrik qab1 dol-
durdu? Ug dolu konussakilli gabin silindrik qabi
doldurdugu fikri dogrudurmu?

- —>
|
{

Prizma, silindr, piramida vo konusun hacmini hesablama qaydasini rangli
xanalara uygun molumati yazmagqla iimumilosdirin.

y

Prizma va silindrin hacmi:

Hocm = oturacagin sahosi x -
Piramida vo konusun hacmi:

Hocm = - eyni oturacaqli vo hiindiirliiklii prizma va ya silindrin hacmi

Konusun hacmi oturacagin sahasi il hii
hasilinin ti¢gda birino barabordir.

1
V= 3 Soth , Sot =7r?
Niimuna. Konusun 19 sm, diirliiyii 6 sm-dir. Konusun hacmini
tapin.
Holli: —; — [=9 sm; h=6sm.

V81 -36=145=35
ﬂh:%m 456 =90x (sm’)

177



Konusun hacmi

1.

Konusun hacmini tapin.

b) ! c) Am d) 5sm
B 4
1
k;nﬂ S 8 sm

Verilonlare goro talob olunanlari tapin.

a) o b) ' = 15 sm C)

15 sm
V=2 V =2400x sm’

Sokilds konusun yan sathinin agilis1 verilmisdir. Verilonlora
gbra konusun hacmini miisyyan edin.

Silindr va konusun hacmi baraboardir. x
Konusun hiindiirliyiinii tapin. 1

Katetlori 3 sm vo 4 sm olan diizbucaqli ticbucagin
hipetonuzu otrafinda firlanmasindan alina i
sathinin sahasini vo hacmini hesablay1

Konus nlugu / olan dogurani oturacaq miistavisi ilo 30°-1i bucaq
omolo gotirir. Konusun hacmini tapin.
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Konusun hacmi

@- Radiusu 5 sm, hiindiirliiyii 8 sm olan su ilo dolu —_—
konus formasinda gaba tili 0,5 sm olan kublar
atilmigdir. Kublarin atilmasi ilo gabdaki suyun 8sm
dordds bir hissasi gabdan tokilmiisdiir. Qaba nego
kub atilmisdir?

m. Qolom diizmok fi¢iin paralelepiped sokilli taxta 05sm
gabin dSlgiilori 15smx5smx2,5 sm kimidir. Qabda ===r==
golomin konussokilli ucunun oturmasi ii¢ilin ra- Is
diusu 0,5 sm, dorinliyi 1 sm olan konusokilli 8 ‘l/
oyuq ag¢tlmigdir. Taxta golomgabinin hacmini &
tapin.

|1_2. Hiindiirliiyti 8 sm olan silindr formali qab hiindiirliiyii
h olan konus formali1 qabla sokildo gdstorildiyi kimi
birlosdirilmisdir.Qaba tors ¢evirdikdo suyun soviyyasi ﬁ
12 sm olmussa, konusun /4 hiindiirliiyii nego san-
timetrdir?

|1_3° Olgiilori sokildaki kimi verilon konussokilli gabdan do-
gigods 4 sm’ su damcilarla axidilir. Dolu gabin 80%-i
no miiddato bosalar? 1 sm®= 0,001 / olmasindan istifado "
edorak gabin tutumunu litrle ifads edin. 7

B

[y}
——

=

M. Sokildaki fiqurlarin tam sathinin sahasini vo hocmini verilon 6l¢iilorine
g0ra hesablayin.

1) 5%

6 sm

a)

|L5. Diametri 12 sm, hiindiirfliyt 1 olan"konus oturacaqdan 9 sm
mosafods oturacaq isino pa@ralel miistovi ilo kasilmisdir. Verilon
ik konusun hacmlori forgini tapin.

an kasik konusun oturacaqlarindan birinin sahasi o
Oytkdiir. Kasik konus tamamlandiqda alinan tam
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Kasik konusun hacmi

17,

|18,

|19.

20.

Sz

Kasik konusun hocm diisturunu v =" (R? +Rr+r?) Lo
asagidaki addimlarla isbat edin. 3 &

1
1. Kasik konusu tam konusa tamamlaym. Tamamlayic1 kigik

konusun hiindiirliiytinii H ilo isars edin.
2. Tamamlanmis konusun va kigik konusun hacmini yazin.
3. Bu hocmlorin farqini V = %(th + H (R—7)(R+r)) &

soklinds yazin.
4. Oturacaq radiuslariin va hiindiirliiklorin yaratdigi igbucaqglarin
oxsarligindan H (R—r) = hr oldugunu gostorin.
5. 4-cii banddos aldiginiz borabarliyi 3-cii banddoki H
baoraborlikds yerino yazin. Kasik konusun hacm diisturu- =

R

nun

h
=“—3h (R +Rr%) voya V=" (Si+S:+ S:S:) oldugunu géstorin.
Burada S; va S oturacaglarin sahosloridir.
Kasik konussokilli stokanin dl¢iilari sokilds verilmisdir. Asm
a) Stokanin su tutumunu santimetr kub vahidlorlo hesab-
layin.

b) 1 m*= 1000 / oldugunu bilorak stokanin tutumunu milli-
litrlo hesablayin.

10 sm

Kasik konusun dogurani 13 sm, oturacaql diuslar1
uygun olaraq 8 sm vo 3 sm olarsa, tam ggth#hi ini vo
hacmini hesablayin.

g

Z1aG1 id gab1 kosik ko- 16 sm

rlityii 1§98, oturacaqlan- @
|15 sm

sm-dir. Siidlin 1 litrinin
arsa, qabla dolu siidiin satigin-
alda edilar? Qaba sorf edilon meta-
nin giymoti 0,95 manat olarsa, bir

Domirdon hazirlanmig
nussokilli olmagla
nin radiusla
qiymati 1,35
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Kiira va hissalarinin hacmi

Praktik masgaloa.

1. Har hansi top gotiiriin. Onun diametrini toxmin edin.

2. Diametri va hiindiirliiyli topun diametri ilo eyni olan silindrin agilis
soklini kagiz tizorindo ¢okin.

3. Kagizi1 kasib qatlayaraq yapisqanli bantlarla barkitmok-

lo agz1 agiq silindr quragdirin. Silindri hiindirliyt boyu 3

barabar hissoya bolmokls iizorinds isarslor qoyun. : .
4. Topun otrafina folqa va ya bork parca ¢okin vo sferik

torba diizoldin. Torbani1 qumla doldurun.

5. Qumu diizsltdiyiniz silindr qaba bosaldin. Silindrin hansi hissasi qumla
doldu?

.. Kiiro sothini iifiigi vo saquli xatlorlo (meridian vo
: ’;3} paralellorlo) soboks soklindo hissalore ayirsaq vo
i o ,, sobokani togkil edon har bir kigik “diizbucaqgli”nin

topasini sferanin moarkazi ilo birlosdirsak, kiironin
kicik “piramidalar’dan togkil olundugunu tosov-
viir etmak olar.

Kiiranin hacmini har birinin hiindiirtilityii kiironin radiusuna
barabar olan bu “ki¢ik piramidalar”in hacmlari ( LS )
comi kimi ifads etmak olar. Oturacaqlarinin dl¢iilorini sonsuz
kiciltmoklo piramidalarin sayini sonsuz artiraq. Piramidalarin
oturacaqlarinin sahalari comi kiiranin sothino barabardir.
Kiironin sathinin sahasinin 47mr? oldulgunu nozars alsaq, oturacagin sahosi

kiironin hocmi tigiin V === S-r =3 4nr2-r —?nﬂ diisturunu alariq.

Kiiranin hscrm%n ilo radlusu kubunun
barabordir.
inr3
K]

markaz radius, r

a) radiusu 3 sm ki ocmini  b) hacmi 288 sm? olan kiiranin radiusunu
Holli: b) V= % nr?
r= Sm=288
\Y% )}=36m (sm?®) ;_ 288-3_216 . _ 6
: 4 x| n (smm).
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Kiiira va hissalarinin hacmi

2.

3.

Kiirolorin hocmini hesablaym.

ceeeee
V

Verilonlore goro talob olunanlari tapin.
b) a r=?
g

V=36 m?
a) Radiusu 3 sm olan kiironin kub formali qutuda yerlogmosi ii¢lin qutunun
hacmi an azi ne¢o kub santimetr olmalidir?

b) Radiusu 2,4 sm olan kiiro aridilorok radiusu 4 sm olan silindr formasina
salinmisdir. Silindrin hiindiirliiyiinii tapin.

¢) Radiusu 3 sm, 5 sm, 6 sm olan metal kiiralor aridilorak bir boytik kiiro
alind1i. Alinmis kiiranin radiusunu tapin. Bu kiirs aridilorok radiusu 4 sm
olan silindr formasina salindi. Silindrin hiindiirliiylinti tapin.

d) Diametri 22 sm olan futbol topu tili 24 sm olan kubsokilli qutuya
yerlogdirilmisdir. Qutunun hacminin ne¢o kub santimetrinin bos qaldigini
tapin.

Asagidaki addimlari yerino yetirmaklo kiironin hocm diisturunu Arxime-
din tisulu ilo miioyyan edin.

Radiusu r olan &
yarimkiira m

s

1. Yarimkiironin 4 hiindirli
oldugunu gostorin.

Radzusu va hiindiir /Ltvu r

D

osiyinin sahasinin n(r> — h?)

2. Konusun
sahasinin mt(r

ub cixaridig1 silindrin / hiindiirlilyiindoki dairavi kosiyinin
oldugtmu gostorin.

3. Kawalyeri sipina gora bu fiqurlarin hacmlorinin borabar oldugunu
izah e arimkiiranin hacm diisturunu ¢ixarin.
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Kiira va hissalorinin hacmi

|i 1) Yarimkiironin hacm diisturunu yazin.
2) Yarimkiironin hocmini hesablayin.

a) b) ©)

|
"

|i Kosmik gomilari yanacaqgla tomin etmak ti¢tin kosmik
satl adlanan orbital gomilordon istifados edilir. Bu
gomilar Yeratrafi orbitdoki gomilors lazimi yiiklori
catdirmagq ti¢iin istifado edilir. Satllar digor kosmik
gomilardan forqli olaraq dofalarls orbito gedib qayitmaq
imkanlarina malikdir. Satlin maye oksigen vo maye
hidrogen ¢anlari var.
Maye oksigen ¢oni formaca yarimkiirs, silindr vo konusun birlosmasindon
diizoldilmisdir. Maye hidrogen ¢oni iso sonlarinda yarimkiirs olan
silindirdir. Sokilds verilon dlgiilors géra ¢onlorin hocmini hesablayin.

Maye oksigen ¢oni Maye hidrogen ¢ani

42 m 42 m

L,Tmm_&l m~‘ —212m —

|l A sokilindo radiusu 8 sm olan yarimkiiraodon konussokilli oyuq agilmisdir.
Alinan fiqurun sathinin sahasini vo hacmini tapin.

B soklindos oturacaglarinin diametrlori 10 s ¢ sm olan kosik konusdan
hiindiirliiyli boyu silindr oyulmusdur. racagi konusun kicik
oturacagi ilo Ust-listo diisiir. Kosik konu. ftd i 4 sm olarsa, alinan

C sokilindo diametri 6 sm o
oyularaq ¢ixarilmigdir. Alinan
B.

iametri 4 sm olan yarimkdiro
hinin sahosini vo hacmini tapin.

.......

hocmini tapin. Uygun sokli ¢okin.
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Kiira va hissalorinin hacmi

Kiirs sektoru va Kiira seqmenti

Topasi kiironin morkozindo olan konik sothin
kiirodon ayirdig1 hissays Kiira sektoru deyilir. Kiira
sektoru topasi kiironin markazinds olan konusla kiira
seqmentinin birlogmosidir. Kiiro sektorunun hocmino
topalori kiiranin morkozindos, oturacaqglart uygun kiiro
seqmentina toxunan kicik piramidalarin hacmlorinin
cominin limiti kimi baxmaq miimkiin oldugundan

Visekt :% Sseqm R :% -2nRH ‘R= % nR’H  olar.

Digor torafdon, EI
2=R2— —H)2= i, & ) —
a*=R>—(R—-H)*=2RH - H? vo

Vien = 5 1@(R — H) =7 n(2RH — H3)(R — H) oldugu iigiin

Vseqm: Vsekt — Vkon:%ﬂ:RzH —% 7'[(2RH - HZ)(R - H) = nHZ(R _%H)

|10,
|11.

113,

. Kiire gatinin oturacaqlaringradiuSlart

Kiironin diametri 10 sm-dir. Hiindiirliiyti 1 sm olan kiiro seqmentinin
oturacaginin sahasini vo uygun kiira sektorunun hocmini tapin.

Kiironin diametrino perpendikulyar olan miistovi diametri 3 sm vo 9 sm
olmagqla 2 hissayo baliir. Kiiranin hocmi hansi hissalora boliintir?

Kiirs sektrounda oturacaq ¢evrasinin radius kiironin radiusu 75 sm-
dir. Bu sektorun hacmini tapin.

kiironin radiusu 5 m-
dir. Kiira qatinin hacmini ta iki haka baxm).

Fiqurlarin hocmigi he§ablay1

16 sm

Ilz sm 16 o

€E—>
Y 5 sm

8 sm
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Kiiira va hissalarinin hacmi

Layiha isi. Silindr, konus v kiironin hocmlari arasinda Arximedin
miioyyan etdiyi nisbat.

Arximed radiusu  olan kiironi ohato edon silindrin hacmi va silindro
yerlosdirilmis konusun hocmlori arasindaki slagoni aragdirmis vo kiironin
hocm diisturunu miioyyon etmisdir. Bu isi biz do gérmoyo calisaq.

- kI
Radiusu R = 5 olan kiironin markozdon x masafads olan
miistovi kesiyinin sahasinin x-don asili olaraq doyismasini a
asagidaki addimlari yerina yetirmakls togdim edin. %
a) S(x) funksiyasinin asagidaki qiymaotlorini hesablayin.

S(0) 5 S(1); S(3); S(4); S(5)

Niimuna ti¢tin S(1) qiymati hesablanmigdir:
S(1)=nrr=n(R>1?)=n(52"12)=24n

b) Miistavi kasiyin S(0) va S(5) qiymatlori haqqinda fikrinizi toqdim
edin.

¢) Radiusu R olan kiironin morkozindon x mosafodo olan

miistovi kosiyin sahasini miioyyon edon timumi diisturu

yazin.

d) ¢ bondinds yazdiginiz diisturla asagidaki sokli olagalondirin.

¢

d) Arximedin fikirlorini basa diismak {i¢iin yeaidon

- >
avvalki soklo qayidag.

“I¢indon” konus oyulub ¢ixarilmus silin
lel miistovilorlo kasiyi 3
kiironin miistovi kasiyi dair: larin oxsarligil- |-~

2)-na barabar oldu-

gunu isbat etmo miistovi kosiklorin saholori borabor
oldugundan insiping gora bu cisimlorin hocmlori barabordir.
2r ‘ — jr
1N A
; et
r—2-— mrir=——mr inr = ——mr?
3 3 3 3
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Oxsar fiqurlarin hacmi

Oxsar foza fiqurlarinin uygun xatti dl¢iilorinin nisbati barabar olmalidir.
Oxsar foza fiqurlarinin verilon uygun ol¢iilorine gore machul 6l¢iinii tap-
magq olar.

Niimiina. A vo B konuslar1 oxsar konuslardir. Sokilds verilonlors géro B
konusunun doguranini tapin.

Holli:  Xaotti olgiilorin nisbatini yazaq: A
Radius A _ Dog:guran A 1= 15 sm
Radius B Doguran B
3—:% /=21 sm 7r=5sm

Bilirik ki, iki oxsar foza fiqurunun sathlorinin sahalori nisbati onlari uygun
xotti 6l¢iilorinin nisbatinin kvadratina, yaxud oxsarliq amsalinin kvadratina
borabordir:

Akp = Sa <b>2= %

S
Oxsar foza fiqurlarimin hacmlari
Oxsar A va B foza fiqurlarinin hacmlarinin nisbati
onlarin uygun xatti dl¢iilorinin nisbatinin kubuna,
yaxud oxsarliq amsalinin kubuna barabsrdlr
AkB =

VB b

Niimiino. Iki oxsar silindrin yan sathlorinin nisbati 4:9 kimidir. Hocmlori
forqinin 387 kub vahid oldugunu bilerok, silin i, hocmlorini tapin.

. w o Sa o A | VA:<A>3:8_
Holli: Sorts gora S, k 9 oldugunda a<-=3 7

Digor torafdon, Vs— Va=38n 0( nu n§gdro alSag, tapariq: Va= 16m; Ve= 5471

Oyronmo tapsiriglari.
ilon i olub- digi1 miioyyan edin. Fiqurlar oxsar-

6 sm
‘ 2 sm
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Oxsar fiqurlarin hacmi

& Verilon iki fiqur oxsardir. Bu fiqurlarin hocmlari nisbatini tapin.

8 sm

i B@ oo

sm
S

m

15
4

Boytdiilmiis silindrlori ¢okin va iizorinds yeni dlgiilorini
yazin. Bu silindrlar verilon silindro oxsar olarmi?

N
|i Radiusu 4 sm, hiindiirliiyli 12 sm olan silindrin 6l¢iilorini
a) 2 dofo; b) 3 dofo artirdigda hacmi nego dofs artar? -
12 sm

|i Fiqurlarin oxsar oldugunu
bilorok, verilonloro goro

tolob olunani tapin.

|5.  Verilon silindrlorin ox-
sar oldugunu bilarak ki-
¢ik silindrin diametrini

tapin.
12 sm
—
- x sm
V = 1280 sm’ V=20 sm’

|l Sokildo bugda,anbari
miqyast 1ilo ilmig
verilmisdir. T
hocriini hesabl

<
3m 4m
12m 8m

Vi=108m® V,=? Vi=? V.=64m’

|£ Konusun xatti 6l¢iileri iki dofa

artirilmisdir.

a) Konusun tam sathinin sahasi nega dofo
artmigdir?

b) Konusun hacmi nego dofs artmigdir?
c¢) Oxsar iki } un tam sothlorinin
saholori nisPoti 9486 kimidir. Bu iki

konusun ,@ sbotini tapin.
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Oxsar fiqurlarin hacmi

|& Kigik fiqurun xatti dlgtilorini miioyyon dofa bdyiitmokls boyiik fiqurlarin
uygun Ol¢iilorini almaq olar. Bu fiqurlarin tam sothlorinin saholorini
hesablayin. Boylik fiqurun xotti dlgiilorinin, tam sothinin sahasinin vo
hocminin ne¢a dofo artdigimi miioyyon edin.

r= 8sm 20sm
12
10 sm 15 sm 10 sm s
8 sm 12 sm
8 sm

9,6 sm

|& Fiqurlarin oxsarliglarina vo sokilds verilonlora gors kigik foza fiqurunun
hacmini tapin.

@ \Z A

Boyiik kiironin S Boytik konusun
hacmi: 10 litr hacmi: 270 sm3

|£). Iki kiirodon birinin radiusu digarinin diametrino boraboardir. Kiiralorin:
a) hocmlori nisbatini; b) tam sathlorinin sahalori nisbatini yazin.

IE' Maye tutumu 125 sm® olan silindrik konteyner hazirlamagq ti¢iin 240 sm?
material islonir. Sirkat bu konteynarlorin radius vo hiindiirliiyiinii eyni dofa
boyiitmokls maye tutumunu 1 / -5 (1000 sm?) catdirmaq istoyirlar. Yeni
konteynors na gqodor material sorf olunacaq?

|1_2, 1) iki oxsar konusun sothlorinin sahosi vo ik ®enusun hocmi verilmis-
dir. Kigik konusun hacmini tapin.
a) Si=9 sm? @ b)
S>=36 sm’
Va2=27 sm?
2) Iki oxsar silindrin lari vo Xigik silindrin sathinin sahasi verilmis-
dir. Boyiik si j0 sothifjn sahosini tapin.

a) Vi=54 sm b) Vi=15m?
=250s V2=120 m?
SiI21s Si=12m?
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Umumilsgdirici tapsiriglar

|L Asagidaki fiqurlarin hiindiirliiklori eynidir: 8 sm. Hans1 fiqurun hocmi

daha boytikdiir?
L B Ay
e N 10 sm
10 sm 10 sm 10 sm 10 sm 10 sm
. .. diizgiin prizma diizgiin piramida
|& Fiqurlarin hacmini tapin. sy sy
=tm 4 m 6m
! 4m MZ m
5m ! 8 m
Sm Sm
. 4 sm
9m
g6 P
w7 @02 (—— 3 sm
sm % / 4 sm
/ 4m 7 8m 10 sm
6m v
2m

|3.  Géostorilon sahoni 10 sm galin- |4. Asfaltborkidici magsinlarin silindr-

liginda betonla ortmok tiglin sokilli barabaninin daha agir olmasi
ne¢a kub metr beton lazimdir? iiglin onu su ilo doldururlar. Hiindiir-
liyii 1,85 m, radiusu 0,45 m olan

CM Alm barabanin su tutumu ne¢o tondur?

38 :
| m‘
35m 12,8m ;@

|i Domir borunun daxili vo I)?ici lametripuy @ aq 15 sm vo 17 sm,
uzunlugu iso 10 m-dir. Doiffiria s1xNg oldugunu qgabul edorak

borunun kiitlosini tapin. \

|i Hocmi 169,5§%ub vahidW@lan silindrin ox kesiyi kvadratdir. Silindrin ra-

|7. Radilu R, diirlyi H olan konusvari qabin daxilinde A
yerlosdifiis on boyiik radiuslu kiironin hocmini tapin. Lﬁé
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Umumiloasdirici tapsiriglar

8.

9.

l12.

Sakilds olgiilori vo formasi verilon gaba su doldurulmusdur.
Lakin gabda desik var vo buradan doqiqodo 1,2 m/ olmaqgla
su tokiiliir. 3 saatdan sonra qabda no qodar su qalacaq?

7

Idman aloti qantel, silindrik his- |10. ¢ciilori sokildoki kimi olan silin-

solorin birlogmasi ilo metaldan drik akvariuma 55 litr su tokiil-
diizoldilmisdir. Bashq silindrle- miisdiir. a) Qabda suyun soviyyasi
rin radiusu 3 sm, hiindirliyi 4 hans1 hiindiirliikdo olacagq.

sm, birlasdirici silindrin radiusu b) Akvariuma diametri 12 mm
1,5 sm, hiindiirliyi 12 sm-dir. olan rangli kiiralor atmaq istosalor,
Qantelin hacmini tapn. sudaki kiiralorin say1 na qoder olsa,

su gabdan dasmaz?

. @ >
radius radius 1,5 sm radius ~

3 sm 3
f - sm 50 sm

12 sm l
4 sm 4 sm
. Fiqurlarin hocmini tapin. 40 sm
15 sm
s 18 sm /4
[e 18 é 12 sm
£

Y LN r

30 sm 88 sm
diiz prizma — 60 sm \

g sm

W5 mm kimidir. Masin
ban vasitasilo yuyur.

Paltaryuyan masinin dlgtilori 850 mmx3595fmm
paltarlar1 i¢corisinds paslanmayan
a) Barabanin su tutumunu #&abla

b) Barabanin hocmini ¢ixm: ini miioyyon edin.

850 mm|
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Toramanin tatbiqi il funksiyanin
arasdirilmasi

g

* Funksiyanin artma vo ya azalma araliglarinin tapilmasi
* Funksiyanin bohran noqtolori vo ekstremumlari
* Toromanin tatbiqi ilo funksiyanin tadqiqi ve qrafikinin qurulmast

* Ekstremumun tapilmasina aid masals halli. Optimallagdirma

Riyazi liigot
¢ artma vd azalma araliqlar1 ¢ lokal maksimum
¢ bohran noqtalori ¢ lokal minimum
4 stasionar noqtalor ¢ funksiyanin ekstremumlari

¢ ekstremum noqtalori

Bunu bilmak maraqhdir!

Mohsulun marketingi zamani hor hansi mohsul hagqinda molumati
onun “mohsulun 6mrii” grafiki ilo toqdim edirlor. Mévcudluq dovrii
bes fazani: 1-bazara ¢ixis ; 2-yiiksalis; inlik; 4-enis; 5-6zint-

yeniloma fazalarini ohato edir vo asggidak grafik formaya malik

olur.
X g

ohsulun 6mri

Mohsul satis1

= . . .
¢ix1g 2-yiiksalis 3-yetkinlik ~ 4-enis 5-0ziintiyenilomo

o




Funksiyanin artma va ya azalma arahqlarinin tapilmasi

Praktik masgala. Funksiyanin artmasi vo azalmasi
Qrafkalkulyatorun komayils eyni koordinat miistovisinda f(x) = x> — 2x vo
f'(x) = 3x? — 2 funksiyalarinin grafiklorini siz do qurun.

e f(x) funksiyasi hansi intervalda artir?

e f(x) funksiyasi hansi intervalda azalir?
® f(x) funksiyas1 artan intervalda toxunanin
absis oxu ilo omolo gotirdiyi bucagin

noviini mioyyan edin.

® f(x) funksiyas1 azalan intervalda toxuna-
nin absis oxu ilo omalo gotirdiyi bucagin

noviinii miiloyyon edin

Funksiyanin artma vo ya azalma arahqlari

artan funksiya
YA

fix)

\%‘b
"

o)
e

x~1 X2 'x

Tayin oblastinin miiayyen araligindan gotii-
riilmiis x2>x1 gortini 6dayen ixtiyari xi, x2
ticiin f{xx2) >f(x1) olarsa, funksiya bu araliqda

artandir.

amsali miisbatdirsa, f funksiyasi bu aral

artandir. ’
Slx) = flx) 50
YA X2 — X1
%) ]
1) ==

9gor verilmis arahiqda ixtiyari kosonin bucaq

https://www.geogebra.org gra?hmg
@ /x)=x"—4x S
VaH
@/ '(x)=3x-4 3| 1]
AN
\\Y |
By 2711O T
2\
,l ¥\3 /
gl
azalan funksiya
YA £y
e
g(x1) 6/(?’7,2
b,
gx)
X1 X2 :x

Toyin oblastinin miisyyen araligindan gétii-
riilmis x>>x1 sortini 6doyon ixtiyari xi, x2
tigiin g(x2)<g(x1) olarsa, funksiya bu araliqda
azalandir.

Funksiyanin artma vo azalma intervallarin1 funksiyanin qrafikini kasonin
bucaq amsali ilo alagoli sokilds asagidak: kimi da ifads etmok olar.

Kasanin bucaq
amsali manfidir

=y

X1 X2
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Funksiyanin artma va ya azalma arahqlarinin tapilmasi

Funksiyanin artma va ya azalma arahqlar

Tutaq ki, miioyyon araliqda y = f(x) funksiyasinin toromosi miisbotdir,
yani £’ (x) > 0. tga = f '(x) oldugundan, toxunanin bucaq samsali miisbat
olur. Bu iso o demokdir ki, toxunan absis oxunun miisbat istiqamati ilo iti
bucaq amals gatirir vo verilon araliqda grafik “yuxari qalxir”, yoni funk-
siya artandir. ©gar f’(x) <0 olarsa , onda toxunan absis oxu ilo kor bucaq

omalo gotirir, qrafik “asagi enir”, yoni funksiya azalir.
Teorem. Ogor f funksiyasi verilmis araliqda diferensiallandirsa vo bu

araligin hor bir noqtosinda:

® /' (x) > 0 olarsa, f funksiyasi bu araliqda artandir.

® /' (x) < 0 olarsa, ffunksiyasi bu araliqda azalandir.

® /' (x) = 0 olarsa, f funksiyasi bu araliqda sabitdir.
Qeyd: f funksiyasi artma vo ya azalma araliginin uc noqtolorindon hor
hansi birinds kasilmazdirss, hamin ndqte bu araliga daxil edilir.

fx)=73" ¥ -x+ 2 funksiyasinin grafikino goro artma vo azalma

araliqlarini aragdiraq: 1

) -1 | (1 'IO) X
artir: (—o0; —1) azalir [1; 1] artir: (1; o)

f(x)>0 S ()<0 [®>0 " )
(—00;—1) vo (1;+00) araliglarinda toxunanin bucaq omsali musbatdir, f/ funksiyasi
(—o0;—1] va [1;+00) araliglarinin hor birindo artandir.
(=1; 1) araliginda toxunanin bucaq amsali manfidir va funksiya [—1; 1] araliginda azalir.

Niimuns 1. Téromonin kémayilo https://www.desmos.com/calculator

flx) =4x3+ 6x2 — 72x + 1 funksiyasinin @ f(x) =4x*+6x>-72x + 1

artma vo azalma araliglarin1 miioyyon 399 f

edin. b

//\ : CU

Holli: 1. Cabri iisul. f{x) = 4x3+ 6x2 - 72x + N_ | [/
funksiyasinin tdromosini tapaq. N RLEK
Fl) =@+ 6x2-72x+ 1) = 1

=12x2+12x-72

Ax) funksiyasi f'(x) > 0 ol@uqda,g@hi 12X®+ 12 x — 72 > 0 borabarsizliyi
dogru olan araliqda

toromonin 5arasini miisyyan eds bilarik.
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Funksiyanin artma vo ya azalma arahqlarinin tapilmasi

x<-3 x=-3 —3<x<2 |[x=2 x>2
Smnaq x=-5 x=-3 x=0 x=2 x=3
noqtasi
) fl-4=72 0 f0y=-72 0 f(—4) =172
Miisbat Monfi Miisbat
Sx) artV azaln\ mV

Cadvalo va f(x) funksiyanin kasilmazliyino asason verilon funksiya x < -3
vo x > 2 araliglarinin hor birinds artir, — 3 <x < 2 araliginda iso azalir.
Funksiyanin grafikindon do goriiniir ki, masalonin halli dogrudur.

2. Toromas funksiyanin qrafikindon istifado etmokls do verilon funksiyanin
artma, azalma intervallarini miisyyon etmok olar.

f(x) =12x> + 12 x — 72 funksiyasinin qrafiki sokildo

géstorildiyi kimidir. 5 0 ;
f'(x) funksiyasinin qrafiki x <-3 vo x> 2 olduqda x \( ' 9 /I
oxundan yuxarida yerlosir, demoli, f'(x) > 0 olur. \ 6

—3 <x <2 olduqda iso funksiyanin grafiki x oxundan e /
asagida yerlosir, demali, 7 '(x) <0 olur. e
fix) =4x3+ 6x% — 72x + 1 funksiyasi x = -3 vox =2 \ o |1/
noqtalorinds kasilmoz oldugundan, (—oo; —3] vo [2; +o0) ‘\U,/

araliglarinin hor birindo artir, [-3;2] araliginda iso azalir.

Niimuna 2. Verilon sortlors uygun kasilmaz funksiya qrafikini sxematik qurun.
a)x<0oldugdaf'(x)>0,x>0o0ldugdaf’ (x)< 0,/ (0)=5
b) x <2 voayax>3oldugda f'(x) >0, -2<x <3 olduqda f'(x)< 0, f(0)= 0

Hoalli: a) x < 0 olduqda téromanin isa- b) x < —2 va x > 3 olduqda téromanin
rosi miisbatdir: f'(x) > 0, demali, isarasi miisbatdir: /' (x) > 0, demali
funksiya artandir. x > 0 olduqda funksi
téromonin isarosi monfidir: — qda téromonin isarasi
f'(x) < 0, demali, funk?a az < 0 demali, funksiya
landir. x = 0 olduqda funks . X = 0 olduqda funksiyanin

qiymati 5-o borabordj. moti 0-a borabordir.
Vv )
[ T T y= c(
Q >\
n |
/ \ |
2 |
14 - X /TN I
/ \ v -
\ - 20N2 4
\ -4 N\
4
[ / -8

194



Funksiyanin artma vo ya azalma araliqlarinin tapilmasi

1.

Oyronma tapsiriglar

a) Funksiya 0 < x < 12 intervalinda azalir. Hans1 boyiikdiir: /(3), yoxsa
f(10)? Fikrinizi osaslandirin.

b) Funksiyanin toromosindon istifads etmoklo onun artma vo azalma
intervallarini neco miioyyon etmok olar?

¢) “Xaotti funksiya ya artandir, ya da azalandir” toklifi homiso dogrudurmu?
Fikrinizi niimunalor yazmaqla ssaslandirin.

Arqumentin sokildo gdstorilmis hans1 qiymot- g

lorindo grafiki verilmis funksiyanin toromasi: \ RN

a) sifira barabordir; b) sifirdan boyiikdiir; - 710 T
c) sifirdan kigikdir? \-'/

Funksiyalarin téromasini tapib sinaq noqtalori segmoklo artma vo azalma
araliglarini miioyyen edin.

a)flx) =4x+3 b) fix) = (2x —3)?
c)flx)=2x —x? d) fix)y=6x2—x3+2
e)fix)=x3-3x2-9%x+ 6 ) fix) = (x* — 4)?

/" (x)-in grafikine gore f(x) funksiyasinin artma vo azalma araliglarin
miioyyan edin.

A
a) A =1 "(x) b) \\ yi= F(x) iz /
Dblo 2 4°X “4 | 210 X
p [ L1/
8 \ 4

Verilmis f{x) funksiyasinin téroms funksiyasinin qrafikini qurun v bu
grafiko goro verilon funksiyanin artma vo azalma araliglarini miioyyon
edin.

a)flx) =-2x+1
d) fix)= x>—4x

b) f0x) = (x 37 X) = (x— 4y

fx)=x>—1,5x2+6

ini sxematik tosvir edin.
—S<x<5

x>5

miisbot 0 monfi
/ 6 \

195




Funksiyanin artma vs ya azalma arahqlariin tapilmasi

8.

110.

l12.

a) Verilmis grafikina gora funksiyanin artma vo azalma ara11q1a3r1n1 yazin.

) iry=x—6x+8  2) fir)=—(x+1?  3) f(x)Z%—?)x
X X

X

—_— N W A

b) Artma vo azalma araliglarini funksiyanin téraomasing gors miioyyan edin.

a) Arqumentin hansi giymatlorinds funksiyanin toromosinin sifira
barabar oldugunu tapin.
b) Funksiyanin artma vo azalma araliglarini tapin.

) fix)y=x*+6x-3 2)g(x)=2-3x-2x?

3 fix)y=x>+ 7x2—2x+5 Hegx)=x3-x>-x+2

5) filx)=x*—4x3+7 6) g(x) = 8x? — x*

7) fix) = xe* 8) g(x) = xInx

Sokildo 4'(x) funksiyasinin qrafiki verilmisdir. j, =

Qrafiko gora A(x) funksiyasinin verilmis qiymaotlor : /

clitiindon hansinin boyiik oldugunu miioyyan edin. ‘f /
a) h(3), h(4) b) h(=1), ~(0)
©) h(6). h(8) d) r(2), h(4) PN

. a) a-nin els bir qiymati varmi ki, f{x) = ax? + 2x + 5 funksiyas1 biitiin odad

oxunda azalan olsun?
b) b-nin elo qiymatlorini tapin ki, f{x) = x§+ bx3+ 12x + 3 funksiyasi
biitiin adod oxunda artan olsun.

Gostoris: toromo funksiyaggh tam

klini yazin.
Agiq tipli tapsiriq. Verilon ro gQro sxethatik qrafik ¢okin.

a) fx) funksiyasi (-0 ;
b) g(x) funksiyasi ;

] aral a artlr, [2; +o0) araliginda azalir.
3] araligthda azalir, [-3; +o0) araliginda artir.
vo [8; +oo ) araliqlarinda azalir, [3; 8] araliginda

araliginda miisbatdir.
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Funksiyanin bohran noqtalari vo ekstremumlari

Tayin oblastinin bazi daxili ndqtalorinds funksiyanin toromasi sifira barabor

ola bilar, yaxud téromasi olmaya bilor. Toyin
funksiyanin béhran noqtalari deyilir.

oblastinin belo ndqtalorine

Sokildas grafiki verilmis funksiyanin bohran noqtslorini gostorak.

1. x-in c1, ¢2, ca, c7, cs qiymotlorindo A
grafiko toxunanin bucaq omsali 0-a
barabardir. Yoni bu noqtalords f'(x) = 0
olur. Bu noqtalor verilon funksiyanin
bohran noqtaloridir.

2. ¢3, ¢s, c6 nOqtalorinda iso funksiyanin

J

toromasi yoxdur. Bu noqtalor do funksi- 5

yanin bohran noqtoloridir. “

—
>
X

C2 C3C4 Cs Co C7 (&

3. Nozordon kegirdiyimiz funksiyada onun ci, 2, ¢4, ¢s, cs, c7bohran noqtalori
toyin oblastin1 funksiyanin artma vo azalmasinin novbolosdiyi intervallara
boliir. c3, cs noqtalori i1so azalma vo artmanin (vo ya torsino) doyismadiyi

bohran noqtalaridir. byl\

Qrafiklo verilmis funksiyanin daxili ekstre- ;ECZ))_ maksimum
mumlarinin onun téromasinin sifira barabor
oldugu (c1vo ¢2) vo téromosinin olmadigi (c3) r
noqtalords oldugu goriiniir. Funksiyanin téra- fla) | )ﬂnimum
mosinin sifira barabar oldugu noqtslors sta- feor L L L
sionar noqtalor do deyilir. o «a ea bz

Fermat teoremi. (Ekstremumun varhg ii¢iin zoruri sort). Daxili ek-
stremum ndqtosinds funksiyanin tdromasi ya sifira borabordir, ya da yoxdur.

Qeyd: Toromonin sifira barabor oldugu noqto ekstre-

mum ndqtasi olmaya bilar.
Mosalon, y = x* funksiyasinin toromasi x =
sifira barabardir, lakin bu nogts o
noqtasi deyil.

Funksiyanin kasil
bohran noqtosi,
bilar. Verilon no

bir neg¢a
vo mifimumu ola
m ndqtosi olmast

gu pa

ot dasiyir. Ona goro do bazon
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Funksiyanin bohran noqtalari vo ekstremumlari

Ekstremumun varhgi ii¢iin kafi sartlor.

Tutaq ki, y = f{x) funksiyasi (a;b) araliginda kasilmozdir vo xo € (a;b).

Ogor xo ndqtasi bohran nodqtosidirse vo onun hor hansi otrafinda funksiya
differensiallanandirsa, onda homin otrafda

1) xo-dan solda f '(x) miisbat, sagda iso manfidirso, xo ndqtesi maksimum
noqtesidir.

2) xo-dan solda f '(x) manfi, sagda iso miisbatdirsa, xo ndqtasi minimum
noqtesidir.

3) xo noqtasindon kegdikda téroms isarasini doyismirsa, xo ekstremum ndqtasi
deyil.

Parcada sonlu sayda bohran noqtslori olan funksiyanin on bdoyiik
qiymatini (miitloq maksimum) va an kigik qiymatini (miitlog minimum)
tapmaq tl¢iin funksiyanin verilmis parcada yerloson biitiin bohran
noqtalorinds va parcanin uc noqtalorinds qiymatlorini hesablamaq, sonra
iso alinan adadlordon on bdyiiyiinii va an kigiyini se¢gmok lazimdir.

[a;b] parcasinda f{x) funksiyasinin on boytik va on kicik qiymatlori, uygun
olaraq, H;lﬁxf (x) vo r[gli?f (x) kimi yazilir.

Asagida funksiyanin birinci tortib toromasinin isarasine géra maksimum vo
minimum ndqtalorin miioyyan edilmasing aid niimunalor verilmisdir.

[a;p]  arahiginda fie) (a; c) intervalin-| (¢; b) intervalinda| Artmasi  va
funksiyanin qrafiki da f"'(x)-in isarasi| f'(x)-in isaresi | ya azalmasi
o - + [a; c]-do azalir,
N\ A minimum [c; b]-do artir
_
a c b
1 X . : + _ [a; c]-do artur,
/\ maksimum [c; b]-do azalir
i1
a ¢ p
_\'\ no minimum, nd [a; c]-do azalir,
PN do maksimum [c; b]-do azalir
[a; c]-do artur,
+ [c; b]-do artir

(stasionar) noqtalordir.
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Funksiyanin bohran noqtalori vo ekstremumlar:

1. Funksiyanin téromosi: f'(x) = (x* —=3x + 1) =3x>-3
2. Funksiyanin bohran noqtalori: 3x2 — 3 =0, x = %1
3. x=-1 vox =1 nodqtalari funksiyanin toyin oblastini ii¢ araliga boliir.

Bu araliglardan sinaq noqtolori segmokla f”(x)-in isarasini yoxlayaq:
(—o0; —1) araligindan x=-2; f'(-2)=3(-2)>-3=9>0
(-1; 1) araligindan x=0; f'(0)=3 (0)*-3=-3<0

(1; ) araligindan x=2; f'(2)=3(2)>-3=9>0
(—o0; —1) G tR)) . (o) o

Interval : : =
' ' X
-1 1
Sinaq noqtolori x=-2 x=0 x=2
f'(x)-inisaresi  f'(x)>0 f'x)<0 S'(x)>0

Artma va azalma (—;—1] arahginda artir, [-1; 1] arahiginda azalir, R; o0) araliginda artir
L L
x =—1-do maksimum x = 1-do minimum
x=-1oldugda fi-1)=(-1)*)-3(-1)+1=3 (-1;3) maksimum
x=1oldugda f(1)=(1)’-3(1)+1=-1 (1;-1) minimum

4. Oldas etdiyimiz malumatlara daha bir nega noqto- L3 AY

. . /N |
nin koordinatlarini alave etmoklo f{x) = x> — 3x + 1 A |
funksiyasinin grafikini tosvir edok. /I 1\ [I
| [
x | -1 |05 o[ 1 [ 15] 2 — o

fx | 3 [ 12| 1 | =1 Foa2s 3 G

| )
Nitmuna 2: f(x) =x* + 3x?> — 9x + 1 funksiyasfin ] parcasinda an

bdyiik ve on kigik qiymatlorini tapin.

Hoalli: ©vvalca bohran néqtelﬂ i tap
3x? + 6x —9 = 0 tonliyindon xi x2 %3 bolran noqtolori tapilir. x=-3
bohran ndqtesi verilmis [— il deyil. Verilmis funksiyanin

x= 1 bohran ndqtosi arinda giymatlorini hesablayaq:

M) =1+312
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Funksiyanin bohran noqtalari vo ekstremumlari

Niimuna 3. f{x) = 2x* — x* funksiyasinin ekstremumlarini tapin.

Halli: 1. Funksiyanin toromasi:  f'(x) = (2x3 — x*)" = 6x2 — 4x°

2. Funksiyanin boéhran noqtalori: 6x> —4x* =0,

2x2(3-2x)=0, x1i=0vo x2»=1,5

3. Bohran noqtalorinin funksiyanin toyin oblastint boldilyi araliglar:

(=003 0), (05 1,5) vo (1,5; o0)
Intervallardan sinaq noqtosi segilmoklo f{x)-in bu araliglardaki isarasi:

(—o0; 0) araligindan x=-1: f'(-1)=6 (-1)>-4(-1)’=10>0
(0; 1,5) araligindan x=1: f'(1)=6(1)>—4(1)>’=2>0
(1,5; 0) araligindan x=2: f'(2)=6 (2)>-4(2))=-8<0

. —o0; 0 . (-1; 1) ) 1,00
Interval ( ) + t (L) o
Sinaq noqtalori x=-1 0 x=1 L5 x=2
f'(x)-in isarosi f'x)>0 f'x)>0 f'x) <0
Artma-azalma (—0;0] -da artr, [% 1,5]-da artir, [1‘5; o0;)-da azalir
L L
dayismir x = 1,5-do maksimum

Olds etdiyimiz molumatlara daha bir nec¢o ndqtonin koordinatlarini slave
etmoklo f{x) = 2x* — x* funksiyasinin qrafikini qura bilorik. Qrafiki ¢okorkon
nazars almaq lazimdir ki, x = 0 vo x = 1,5 noqtalorinds toxunan ifiiqi voziy-

yotdo olmalidir. Qrafiki dogru qurdugumuzu grafkalkulyatorun kémoyilo
yoxlaya bilorik.

https://www.desmos.com/calculator

X fx), toqribi maksjmum

2 ) 21 (1,5:1,688)

0,5 031 =0

0 0

0,5 0,19 0/(0;0) \

1 1

1,25 1,46 _

1.5 1,69 \

o [T
* f funksiyasi 0] aralf@unda artir.
* x = 0 noqtas iyasinin bohran noqtosidir, lakin ekstremum noqtosi
dey

* ffunigiyas1 [Q¥1,5] araliginda artir.
* f funk: 1,5; o) araliginda azalir.
® Xmax = I,S;fmaxzf(l,S) ~ 1,688
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Funksiyanin bohran noqtalari vo ekstremumlari

Niimuna 3. f{x) = \3/(x — 2)? funksiyasinin ekstremumlarini miisyyan edin.

Holli: 1. Funksiyanin toromasif'(x) = (\?(x -2y = ((xf2)§)’= ,XF£2.

3x -2
2. Bohran noqtolori: Bohran ndqtalorini tapmaq tictin f'(x) = 0 tonliyini hall
etmoaliyik vo ya toromonin olmadigi noqtalori tapmaliyiq. x = 2 noqtosindo
funksiyanin sonlu téromosi yoxdur. Lakin x = 2 noqtasi toyin oblastina da-
xildir. Demali, x = 2 funksiyanin béhran noqtosidir.
3. Bohran noqtasinin funksiyanin toyin oblastin1 boldiiyii araliqlar:

(—o0; 2) vo (2; )

Intervallardan sinaq noqtosi segilmoklo /' (x)-in bu araliqlardaki isarasi:

(—o0; 2) araligindan x=0: f'(x) = ﬁ <0
< P
(2; 0) araligindan x=3: f'(x)= 3\3/(3 ) >0
Interval (03 2) . (2; ) >
Sinaq noqtalori x=0 2 1,5 =3
f'(x)-in isarasi f'(x)<0 F1(x)>0
Artma-azalma (—0;2] -da azalir [2; +0)-da artir

X = 2 minimum néqtasidir

* f funksiyasi (—oo; 2] araliginda azalr.
* f funksiyasi [2; +o0) araliginda artir.

'Xminzzvgfmin:f(Z):O YA =
Niimuns 4. f'(x) toromo funksiyanin veri RN
f(x) funksiyasinin qraﬁkin‘s emagik 2 A B
Halli: f'(x) toromosix §2 old sifird barabardir, x > 2
li, funk§¥a [2; +oo) araliginda |
toromo miisbatdir, bu iso f | ¢ \aE
araliginda artmas1 demokdir. Artma | /] y/=/r1\
(2; fi2)) noqtesi bu funksiyanin 78 \
umuna Bygundur. Uygun sxematik qrafik sokildoki [/12 \
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Funksiyanin bohran noqtalori vo ekstremumlar:

Oyronms tapginiqlan |2_ Verilon grafiks gora funksiyanin
[1. Verilon grafiko goro artma vo azalma intervallarini, bu
funksiyanin  bohran intervallarda téromonin igarasini,
noqtolorini miioyyon maksimum vo minimum
edin. noqtalorini yazin.

y“ y“

I = = = == g

X1X2 X3X4X5 XeX7X8X9X10 X

a b ¢ d e x

a) “Ogoar f'(c) =0 olarsa, x = ¢ noqtosi ekstremum noqtosidir” fikri homigo
dogrudurmu?

b) f/ funksiyasi [-3;8] par¢asinda kasilmoz olub azalandir. Bu parcada
funksiya on bdyiik vo an kigik qiymatlorini arqumentin hansi

qiymotlorinds alir?

Tasovviir edin ki, siz enisli-yoxuslu yolla zirvays dogru iraliloyirsiniz vo
h(?) funksiyasi sizin miioyyon soviyyadon hiindiirliiyiiniiziin zamandan
astliligini gostorir. Zamanin miioyyan anlarinda na tiglin 4'(¢) = 0 olur? Sizin
harakatlo lokal maksimum, lokal minimum anlayislarini neco slagalondirs
bilorsiniz?

|i f(x) funksiyasinin téromasi verilmisdir: f'(x) = x3 — 2x2

l6.

7.

a) x-in hansi qiymatlorinds f'(x) = 0 olur?
b) f(x) funksiyasinin artma vo azalma intervallarini tapin.

c) f'(x)-9 gora funksiyanin yalmiz bir ekstremum ndqtasi oldugunu neco
miioyyan edirsiniz?

Funksiyalarin bohran noqtalorini, artmagaza@lmag
etmaklo grafiklorini sxematik tosvar edi
aA)f(x)=—x2+6x+2
c)g(x)=2x3-3x2—12x+5
Verilon funksiyalarin bofiran n

rvallarin1 miioyyon

—3x
xt—4x3+5
orinf, maksimum vo minimum

qiymatlorini miioy n.

1) f(x)=x— 2)f(x)=x*+4x+ 10
3) fi(x) = —2x* 4) f(x)=—(*+ 8 + 12)
5) =2x3+8x? — 12x 6)f(x)=x’—6x>+ 15

7 f(x Y(x + 3) 8) f(x)=(x+2)*(x—1)

5 _
XS 10) £ (x) = x— 32x + 4
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Funksiyanin bohran noqtalori vo ekstremumlari

|& Funksiyanin téromasinin qrafikine gora funksiyanin artma, azalma
araliglarin1 va ekstremum noqtalorinin absislorini miioyyon edin.
Funksiyanin grafikini sxematik tosvir edin.

a) b) ¢) d)
y“ y“ y“ V“
\
4 ' NS ' \ 4 /
N X \2\\ X / N X \ Db f' X
2FTET T /74 R O
4 4 /[ 4 \ -4

I& [ funksiyasi diferensiallanan funksiyadir. Cadvalde x-in miisyyon
qiymatlorinds f'(x)-in qiymotlori verilmisdir.

v | =1 [-075]-050]-025] 0 [025]050[075] 1 |

f'(x)| =10 -3,2 |-0,5| 0,8 56| 3.6 | -02|-67

Qiymatlor cadvaling gora: a) funksiyanin qrafikini sxematik tosvir edin;
b) ekstremum noqtolorinin absislorini toxmin edin.

m. Verilmis funksiyalarin béhran néqtalorini tapin. Bu néqtalorden
hansilarinin maksimum, hansilarinin minimum noqtslori oldugunu
aragdirin, funksiyanin ekstremumlarini hesablayin.

1)f(x)=%x3—9x+2 2)f(x)=x*+3x*+ 1
3)f(x)=x"—4x’+ 10 4)f(x)=x3—3x2+3x+1

5f(x)= (x=2)

7)f(x) == 1) (x 2)!

9) f(x)=x*e~ —+1nx
m. f(x) funksiyasinin ekstfemu , qrafikini sxematik tosvir edin.

Qrafik tosvira gor 0 tonlt ne¢d hoqiqi kokii oldugunu miioyyon
1

b) £ (x) =%x4f§x3fx27 1

b) fix) = cosx —x
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Funksiyanin bohran noqtalari vo ekstremumlari

|E. f(x) funksiyasinin verilmis parcada: a) lokal ekstremumlarini; b) on

|14.

115.

116.

117.

119.

boytik vo on kigik giymatlorini tapin.

D) fix)y=3-2x, [-1;2] 2) fix)=x*—4x+ 3, [-1;3]
3) fix) =2x*-3x%, [-1;1] 4) fix) = \/)Z— X, [0;4]

5 fix)=x—6x, [-1;2] 6) flx) = \x — 2x2, [0:1]

7 fix)y=2"-2~ [-1;1] 8) fix) =x — Inx, [ei el
a) Toromonin komayils isbat edin ki, y = ax? + bx + ¢, a # 0, funksiyasinin
ekstremumu absisi x, = — 2 olan noqtodadir. Bu ekstremumu tapin.

b) y =x> + px + ¢ funksiyasinin ne¢a ekstremum noqtasi ola bilar?

Tatbiq tapsiriglar:

Hoftolik istehsal edilon x sayda mohsulun maya doyarini

C(x) = 0,3x* — 5x +28x + 200 funksiyasi ilo ifado etmok olar.

Marjinal maya doyarini ifado edon MC(x) = C'(x) funksiyasimi yazin. Bu
funksiyalarin qrafiklorini eyni koordinat sistemindo qrafkalkulyatorla
qurun.

Olgiilori x va 100 olan diizbucaqlinin perimetrinin onun x torofindon asi-

Iiligin1 P(x) = 2x + —— funksiyasi ilo modellosdirmak olar.

a) P(x) funksiyasiin ekstremumlarini tapin.
b) ovvalki bondds tapdiginiz cavabin situasiyaya uygun izahimi yazin.

a) Ozii ila torsinin comi an kicik olan miisbat odadi tapin.
b) Ozii ilo kubunun farqi on bdyiik olan miisbat adadi tapin.
¢) Ozii ilo kvadrat1 comi on kigik olan adodi tapin.

d) 18 adadini els li¢ miisbat adadin comi goklinds gdstarin ki, ikinci adod
birincidon iki dofs boylik olmaqla bu ti¢ adodig.hasili an bdyiik olsun.

3 peraturunun (Farengeytlo) ¢ giindo

T(:9g= —0,1# 2t 7998.6; 0 < ¢ < 12, funksiyasi ilo doyisdiyi miioyyon

dir. Bu@ifunksiyaya goro temperaturun on boyiikk vo on kicik
ipgfapin vo situasiyaya uygun izah edin.
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Toromonin totbiqi ilo funksiyanin qrafikinin qurulmasi

Coxhadli funksiya biitiin hoqiqi oxda toyin olunub vo kasilmozdir.
Coxhadli funksiyanin qrafikini qurmagq iiciin asagidaki addimlari
yerind yetirin.

e Koordinat oxlart ilo kosisma ndqtalorini miioyyon edin.

e Bohran noqtolorini miioyyon edin.

e Artma vo azalma intervallarin1 miisyyon edin.

® Maksimum vo minimumlarint miioyyan edin.

® Qrafikini qurun.

Niimuna 1. f{x) = x* — 2x? funksiyasinin qrafikini qurun. A
¢ Koordinat oxlari ilo kesismo noqtalori: 2F

¥-22=0,x=0,x=52, (-\2:0),(0:0), 2:0)  vzmo1| 30
® Bohran noqtolori (tdromonin sifira barabar oldugu —Iz L1 0] I1 i g
noqtalor): f'(x) = (x *—2x?)" =4x3 — 4x -1
43 —4x=0 4x(x*-1)=0, x=0,x==I —2r
A0)=0,f-1)=-1,vo f(1)=—1, YA
demali, (0; 0), (—1; —1) va (1; —1) noqtalori funksiyanin 2r
grafiki tizorindadir. 20011 (¥2;0)
e Artma vo azalma intervallar1 vo ekstremumlari. _'2 Ll RS
x=-1,x=0, x =1 bohran noqtalori funksiyanin toyin (1;-1)*—1f *(1-1)
oblastin1 dord intervala boliir.  f'(x) = 4x® — 4x toromo -2t

funksiyasinin isarolorini yoxlayagq.

(o) (-1;0) (0:1)
B 0
Sinaq -2 ! 0.1 : 0,1
noqtosi
['@) - 5 * -
f@) \ 74 '
Ekstre- azalmadan Eartmaya art
mumlart kegir
Xmin= -1
Join=f (~1)=—1
(71 1) lok (] ;71) lokal
minimum ; minimum
eQeyd edilon
grafikini quraq.
P> g(x) — nksiyasinin qrafikini siz qurun.

e
azalir artir azalr artir
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Toramanin tatbiqi ilo funksiyanin qrafikinin qurulmasi
Rasional funksiyalarin qrafikini qurmagq iiciin asagidaki addimlar
yerind yetirin.
@ Toyin oblastin1 miioyyon edin.
® Saquli vo iifliqi asimptotlarini (ogor varsa) miioyyaon edin.
® Koordinat oxlar1 ilo kasisma ndqtalorini miioyyan edin.
® Bohran noqtalorini miioyyon edin.
® Artma vo azalma intervallarini vo ekstremumlart miioyyan edin.
® Qrafikini qurun. ,

.. X
Niimuno 5. f(x) = p—
@ Funksiyanin toyin oblasti: D( f) = (— o0; 3) U(3;+ )

® Asimptotlari: hm X = —o0, hm x = + oo oldugundan x = 3 diiz xatti funk-
siyanin saquli as1mptotudur

funksiyasinin qrafikini qurun.

Stiratdoki ¢oxhadlinin deracasi moaxracdoki ¢goxhadlinin doracasindon
bdyiik oldugundan rasional funksiyanin {ifiiqi asimptotu yoxdur. Lakin,

B X2 B 9 .. . 9
f(x)_x—S —x+3+x_3 k1m1yazsaq,x—>oo§art1nd9x_

—0

3
oldugundan f{x) funksiyasinin gqrafiki y = x + 3 diiz xattino sonsuz yaxinla-
sacaqdir. Bu halda deyirler ki, y = x + 3 diiz xatti f(x) funksiyasinin maili
asimptotudur. Umumiyyotlo, P(x) coxhadlisinin deracasi Q(x) ¢oxhadli-
P(x)
O(x)

sinin doracasindon 1 vahid bdyiik olduqda f{x) =
nin maili asimptotu var.

rasional funksiyasi-

2
® Koordinat oxlari ilo kasisma noqtalori: x)i 3 0,x=0, (0;0)

) ) s Lox2 ., 2x(x—3)— x* x2—6x x>—6x
[ J : = = = 5 =
Bohran noqtalori: f'(x) (o 3’) = 3) =3 (=3
¥—6x=0, x(x—6)=0, x=0,x=6 f(0) (6) =12 (0;0) vo (6;12)
®Artma-azalma intervallart. x =3 noqtas ds f1g
x =0 vox = 6 funksiyanin bg

toyin olunmayib,

boliindiiyt intervallarin har by isarasini miioyyon edok.
(—o0; 0) __(6;0)
1 T
Sinaq noqtasi i 16
1 1 7
—1 1 1
__x—6x . H '
Sx)= (x 3% 7/16 :f’(4):—8<0: f(7):7/16>0
i i
1 1
X 1 1 /
) . N N
artmadan azalmaya kegir, isara doyismir ~ azalmadan artmaya kegir,
Ekstremum Xmax—0 o

Xmin- 6
Jwax=f (0)=0 Sain=f (6)=12

(0,0) lokal maksimumdur (6, 12) lokal minimumdur.
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Toramanin tatbiqi ilo funksiyanin qrafikinin qurulmasi

® Qrafiki quraq. Qrafiko aid olan (—6;—4), (0;0), X
(6;12), (9;13,5) noqtolorini koordinat miisto- 7
visinda qeyd edok. x = 3 asimptotunu ¢okok. Oldo
edilmis noticolori nozoro alaraq funksiyanin
grafikini gostoron oyrilori saquli asimptotdan sol
va sag torofdo ¢okok.

Diqqat edin! Funksiyanin grafiki x = 0 noqtosinin
2

yaxin otrafinda 6ziinii y = — x? parabolas1 kimi
aparir.
Oyronma tapsiriglar

|L Verilonlora gors ¢oxhadli funksiyanin qrafikini tosvir edin.
a)f'-1)=0, A-D=-57'(7=0, f(7)=10 vo f(3)=2
b) ' (=3)=0, f(=1)=8, f'(9)=0, f(9=-6; f(2)=1

|2. Funksiya haqqinda cadvelds verilon molumatlara géro onun grafikini qurun.

x<—-1 |x=—-1|-1<x<2|x=2 [2<x<4]| x=4 x>4
Smaq| x=—4 |[x=-1| x=0 [x=2 |x=3 x=4 x=5
f'(x) | monfi [0 miisbot | 0 monfi 0 musbat
Sx) azalir artir azalir artir
min. maks. min.

|i Funksiyanin grafikini qurun.
a)h(x)=2x*>+4x+ 5
b) fix) = 22 — 322 g
|i Toromosinin grafikino géro h
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Toroamonin tatbiqi ilo funksiyanin qrafikinin qurulmasi

|i f(x)=2x3—3x2-72x + 7 funksiyasi1 verilmisdir.
a) Bu funksiyanin on ¢oxu neg¢o ekstremumu ola bilor?

b) Funksiyanin bohran ndqtolorini tapin, ekstremumlarini maksimum va
minimum noqtalari olaraq tosnif edin. Funksiyanin artma, azalma ara-
liglarini miioyyen edin.

¢) Funksiyanin qgrafikini ¢okin. a) vo b) bandlarindaki naticalori qarsilag-
dirin. Fikirlorinizi yazin.

|£ Asagida verilon funksiyalar {igiin do tapsiriq 5-do verilon addimlar1 yerino

yetirin.
a) flx) = x> —3x? ) g(x) =x*—8x?+ 16
b)flx) =x*-3x+6 d) #(x) = 4x5 — 5x*
|l Funksiyanin grafikini qurun.
a) flx)=2x2—x* d) fix) =3x*+ 4x3
b) fix) = x3'1 + 1,5x? e) flx)=x*-2x°
c)f(x)ZZx“—x3 f) flx)=x*-2x*-3

1
|& fix)= x +2 1 funksiyasinin qrafikinin g(x) = — funksiyasmin qgrafikin-
don neca forqlondiyini uygun c¢evrilmalori yazmaqla gostarin vo qrafikini

qurun. f{x) funksiyasinin qrafikini tdromanin komayils do qurun.

|& Toromanin totbiqi il funksiyanin qrafikini qurun.
2 X
a) y:x2+1 b) y= 1+ x2

|10. Eyni koordinat sistemindo C
R(x) = 50x? — 0,5x iimumi €oli
uygun monfoat funksiyagini

0|1 2 3
0 ]2 0 -2
3 10| yoxdur |[-3
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Ekstremumun tapilmasina aid masalo holli. Optimallasdirma
Real hoyati situasiyalarda optimal variantlarin se¢ilmasi ilo bagli miioyyon
funksiyanin ekstremumlarinin tapilmasi zorurati yaranir. Glindslik hoyatda
tez-tez miixtalif saholors aid problemlorin holli zamani on bdyiik golir, an
az maya doyari, on yiiksok gorginlik, on boyilik hacm, an bdyiik saho va s.
kimi terminlarin islodildiyinin sahidi oluruq. Senayeds gablasdirma zamani
verilon daha az material sorf etmoklo maksimum tutumlu qutunun
Olciilorinin miioyyon edilmosini dizayn etmok vo s. bdyiik iqtisadi
ohomiyyat kasb edir. Bu clir masalalorin halli komiyyatin maksimum va ya
minimum qiymatlorinin tapilmasi ilo bagli olur. Komiyystin maksimum
Vo ya minimum qiymatlorinin tapilmasi masalslorini téromonin totbiqi ilo
hall etmak slverislidir.
Belo mosalalorin holli miioyyan araliqda kesilmaz funksiyanin oan boyiik vo
ya an kigik qiymatlorinin tapilmasina gatirilir.
Qeyd 1: (a;b) intervalinda funksiyanin uclardaki limit qiymotlori do
hesablanib nazors alinmalidir.
Qeyd 2: Baxilan araligda funksiyanin bir stasionar noqtasi ola bilar: ya
maksimum, ya da minimum. Bels olan halda maksimum noqtosinds funk-
siya on boylik qiymatini, minimum ndqtosinds iso on kigik qiymatini alir.

Niimuns 1. Maksimum hacm. Sirkat oturacagi ‘I h

kvadratsokilli olmagla sothinin sahasi 192 sm? olan

agziagiq qutular istehsal etmoyi planlasdirir. Qutu-
nun hacmi onun hansi 6l¢iilorinde maksimum olar? +

x

Hoalli: Qutunun oturacagi kvadrat oldugundan onun hacmi V = x4 olar.
Mosalads verilon digor moelumatlardan istifade etmoklo hocmi bir doyi-
sondon, yalniz x-don asili ifado edok.

Qutunun sathinin sahasi = 4 yan {izlorinin sak oturacaginin sahasi.

lugthonfi ola bilmoz, yoni x > 0. Qutunun kvadratsokilli
osi is9 192-dan kigik olmalidir, yoni x*< 192, vo ya

ali, 0 <x <V192. V(x) funksiyasmin (0; \/@) intervalinda
maksimtum qiymatini tapmaliyiq. Bunun {i¢iin funksiyanin téramaesini alaq:
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V() :(48x—§>'= 48 - %=% (8~ x)(8+x)

x =8 vox=-8oldugda V'(x) = 0 olur.

Lakin — 8 ¢ (0;V192). Demoli, baxilan intervalda bohran noqtesi x = 8 olur.
0<x<8oldugdaV'(x)>0, 8<x <192 oldugda V'(x) < 0 oldugundan, V(x)
funksiyasi x = 8 olduqda maksimum qiymat alir.

Qutunun oturacaginin toraflori 8 sm olarsa, onun hiindiirliiyii

19282
h="33

Olgiilori 8 sm x 8 sm x 4 sm olan qutunun hacmi maksimum olar.

=4 sm olar.

V(x)= 48x —ﬁfunksiyasmln grafikini qraf- (§1236)
kalkulyatorla 4qurmaqla da x = 8 olduqda @
hacmin maksimum qiymat aldigin1 gérmok
olar. Funksiyanin grafikini tdromanin komo- 1%
yilo do qurun vo cavabi yoxlayin.

« i
O <@ <P g
L=

13.8:0)

L~
—
A~

]

\ /
\| V/

Niimund 2. Minimum sarfiyyat. Hiindlrliyli 4 m vo 12 m olan diroklor bir-
birindon 12 m masafods yerlosir. Bu diroklorin on hiindiir néqtalori metal
moftillo birlogdirilmali vo moftil yers borkidilmolidir. Moftilin yera barkidilmo
noqtasini elo segin ki, on az moftil islodilsin.

Hoalli: 1) Moasoalonin sortino uygun
sokil ¢okok vo masolado verilon
molumatlart miioyyan isarslomalor
qabul etmoakls sokil tizarindo qeyd

edak. ’

2) Doyisonlor arasindaki olagon

* Moftilin uzunlugunu L il§ hor b
n-la isara etsak,
* L koamiyyati
dirokdon masafo
digori — x olur.
Pifaqor #@eremi

12m

litik§okildo ifado edok.
irok Ugciin islodilon hissolori isa m va

othindo borkidilma ndqtesinin har bir

1l1 olaraq doyisir. Bu masafalordan biri x olsa,

vo n komiyyatlorini x doyisoni ila ifads edok.

oro: X2+ 42 =m?, m=\x2+ 16
(12—xP2+122=n2 n=\x>—24x+ 288
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L=m+n =2+ 16+ \x2 - 24 x + 288
L(x) funksiyasinin x doyisonindon asililig1

L) =\ + 16+’ —24x+ 188 , 0<x<10 kimidir.
L(x) funksiyasinin toromosi:

L'(x)=(\x2+ 16 + \x2— 24 x + 288)' =

x—12

+
2+ 16 x2—24 x + 288
L(x) funksiyasinin bohran ndqtslorini tapaq:

X N x—12
2+ 16 \x2—24 x + 288
x(\x2 =24 x+ 288 =(12—x )\x2 + 16

=0

X2(x?—24 x+ 288)=(12 —x (x> + 16)

x*—24 x3 + 288x? = (144 - 20x + x? )(x*> + 16)

x* =24 x3+ 288x? = 144x? — 24x3 + x*+ 16-144 — 16-24x + 16x2
128x? — 16-24x - 16-144=0

xX?=3x+18=0 x1=3 x=6

L(x) funksiyasinin x =0, x = 12, x = 3, x = 6 noqtalorindaki
qiymatlorini miiqayise etmaklo (bunu 6ziiniiz yoxlayn) aliriq ki,
x =3 olduqda on az moftil isladilmis olar: L(3) = 20 (metr)

Optimallasdirma masalalorini hall edarkon asagidakilara diqqat edin!

1. Masalani diqgatls oxuyun. Uygun sakli ¢akin.

2. Uygun dayisonlarin va sabitlorin, noyin doyisdiyinin, noyin sabit
galdiginin vo hansi vahidlordaon istifade olundugunun siyahisini tutun.
Cokdiyiniz sokilds 6l¢ti vahidlori varsa, onlar isaraloyin.

3. Uygun x parametri se¢in vo axtarilan komiy3tgf(x) funksiyas1 kimi
ifado edin. Bu funksiyanin ekstremumla 0
4. Alinmis naticonin no kimiﬁtbiq' \ S izah edin.

Oyranmas tapsiriqlari

|L 24 adadini manfi olmay@n elo
odadlorin kvadrat ion ki

plafanin comi soklinds gdstorin ki, bu

& 60 m uzunluq tildon¥diizbucaqli modeli alindi. Diizbucaqlinin
toraflori hansi lor@ olsa, sahasi on bdyiik olar?

sahasi 64 sm?-dir. Onun toraflari hansi 6l¢iilords olsa,
perimetrT on kigik olar?
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Ekstremumun tapilmasina aid masals halli. Optimallasdirma

4.

7.

8.

Maksimum saha.Turistlor suda voleybol yaris1 kegirmoyi
planlasdirirlar. Onlarin donizdo oyun
sahasini miioyyonlosdirmok ti¢iin

i i s
iizorindo xtisusi plastik fanarlarin SRES ; o 4.;
diiziildiiyii 200 m uzunlugunda iplori var. —_

Bir torafi sahil xatti gobul etmokls ipi

yalniz diizbucaqli soklinds sahanin ii¢ torofing iglotsolor, miimkiin
godor boylik sahoni ohato etmok iigiin onlar diizbucaqlinin
toroflorinin uzunlugunu hansi 6l¢iido miioyyonlosdirmalidirlor?

Oturacagi kvadrat olan diizbucaqli paralelepiped soklindo ¢on 108 / maye
tutmalidir. Canin Olgiilari neca olmalidir ki, onun hazirlanmasina an az
material sorf olunsun?

Maksimum saha. Okin sahasi diizbucaqli formasindadir. Fermer okin
sahasini diizbucaqli sahalora ayirmagi planlagdirir. O, anbarinda movecud
olan hasar materiali ilo oan ¢oxu ne¢o kvadrat metr sahoni ohato edo bilor?

a) Iki eyni boyiiklikkde diizbucagli b) Ug eyni bdyiikliikdo diizbucaqli
hissaya bolmok istoyir vo 1000 m hissaya ayirmag: istayir vo 1200 m
hasar materiali var hasar material1 var;

Dt
e

Maya dayarinin minimuma endirilmasi. Hocmi 60 sm?

nazords tutulmus qutunun oturacaginin uzunlugu enindon h
3 dofa bdylik olmalidir. Qutunun oturacaqla islodilon
materialin 1 sm?-nin qiymaoti 10 manat, ]
dilon materialin 1 sm?-nin qiymati iso 6

nun 3x

6lciilorini neco segsoniz, ¢hun pul *
xorclonmis olar?
Maksimum hac ordfi 8 sm kvadrat gokilli kartonun konarlarindan

ib ¢ixarllmagqla

1 yapisdiril- % V//

diizoldilir. Verilon

eynidl¢iilii
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|& Maksimum saha. Poncors diizbucaqli vo yarimda-

110.

ironin sokildo gostorildiyi kimi konstruksiyasi ilo
aliir. ©gor comi 12 m ¢or¢ivo materiali varsa, pon-
coranin Olgiilorini neca secardiniz ki, isiqlandirma
tictin maksimum saha alda edasiniz? (Pancoranin
sahosi maksimum olsun.)

Minimum zaman sarfi. Rosul qayiqla eni 1 km
olan su hovzosinin bir sahilindoki A néqtesindon 5 = dCcT
digor sahilinds yerlogon B ndqtosine ¢catmalidir. N
Bunun {iciin o asagidaki yollardan birini se¢o bilor. \ 1D [24 km
1) A noqtasindon C ndqtesine qayiqla kegdikdon \
sonra piyada B noqtesina gols bilor. \
2) A noqtesindon B ndqtasing birbasa qayiqla golo 3
biler.
3) A noqtosindon B vo C noqtalori arasinda yerlogon hor hansi D ndqtasing
qayiqla golib, D-don B-ya yena piyada galo bilar.

Rosul qayiqla saatda 3 km vo piyada saatda 5 km yol got edorsa, hansi
yolu se¢so, B ndqtosino daha tez gatar?

B —

Konstruksiyaetma masalalari

1.

l12.

Sagirdlor 32 sm olan moftildon dairs vo kvadrat modellogdirmalidirlor.
Onlar moftili iki yers hans1 6l¢iido kosmalidirlar ki, fiqurlarin saholori

comi: a) maksimum olsun; b) minimum olsun.
2 sm

e

Verilon sokillordon istifado ok

oY

a) Radiusu 4 sm olan ¢eyro da ¢oKilmis sahasi an
bdyiik olan diizbuc 6l¢iiloWf miioyyon edin.
b) Radiusu 6 n yarfdaironin daxilino

birgorafi dia rinds olmagqla
diiz misdir. Bu diizbucaqlinin
sahas na godar ola bilor?
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Niimuna. Minimum material sarfi. Konservlasdirilmis mal atinin tutumu
250 sm? olan silindrsokilli qutulara gqablagdirilmasi planlasdirilir.

a) Qutu hansi dlgiilords olmalidir ki, on az material isladilsin?

b) Qutunun dairagokilli oturacaqglarina sorf olunan materialin 1 sm?-nin
giymoti 0,05 qopik, yan sothi {igiin islodilon materialin 1 sm?-nin giymati
is9 0,12 gopikdir. Qutu hansi1 6l¢iilordo olsa, onun materialina on az pul
xorclonor?

Hoalli: a) Moasalado hacmin 250 sm? oldugu verilmisdir. Bu molumat bizo
r va h arasindaki olagoni miioyyan etmayo imkan verir.

250
nrth =250, h=
R _r. -
€
Sson=2mr? + 2mrh 1=2nr A
oturacaqlar diizbucaqli soklin- —) h
do agilmis yan soth € -
) .
Ssoth =211 + 27tr 250 =212 +ﬂ
r

Sothin sahasini gostoron funksiyanin toyin oblasti iiclin gqapali interval
verilmomisdir va r > 0 olduqda funksiyanin 7-in hansi qiymatindo mini-
mum oldugunu tapmaliy1q. Ssom funksiyasinin téromasini tapagq.

S'soth = (27'C7"2 + 5—00 )' =4nr— 500 (’,«37 _125 )
r },-2
. . 31125
Funksiyanin bohran noqtosi: 7 = \/ —=~3
/_

Asanligla yoxlamaq olar ki, 0 <r < \/

olduqda iso S'sam () > 0. Demol

| 125
@sth(i")<0 r> A
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500 60

b) C(r)=0,1nr2+0,127 =0,1nr2+—r r>0

C') =012 - 8y =02mr - 0
r r?

0,2mr—

60 = 0,2nr = 60
’,-2

2
02113 = 60 r~ 4,55 b= 250 _ 250 ~3.8
nr? n(4,55)?

0,273 = 60

Materiala an az pul xorclonmasi talabi qoyuldugda 6lgiilor
r~ 4,55 sm, h = 3,8 sm olmalidir.

Masalanin a) bandinds alinan natica ilo b) bandinds alinan natica list-iisto
diismolidirmi? Miizakirs edin.

|13,

|14.

|15,
|16.

117.

a) Tam sothinin sahosi 24n sm? olan silindrlordon hocmi an boyiik olanin
hiindiirliiytinti tapin.

b) Hocmloari 547 sm? olan silindrlordon tam sothinin sahasi on kigik olanin
radiusunu tapin.

a) Perimetri 36 sm olan diizbucaqli b) Hocmi 1 litr olan silindrsokilli
soklindaki metal I6vhonin biikiilmasi qaba on az material islodilmasina
ilo alinan silindrin hacminin maksi- nail olmaq iiclin 2 vo r hansi
mum olmasi {i¢iin 16vho hansix voy  6l¢iilords secilmolidir?

Olctilorda kasilmoalidir?  ¢evrasinin
uzunlugu l<_2 P

< T« |
| 1
!

Dogurani 15 sm olan konusun hacminin on bdyiik qiymatini tapin.

Radiusu 4 sm olan yarimkiire daxilino
cokilmis silindrin hacminin on bdyiik

qiymatini tapin. &

Hiindiirliiyti AD usu = b olan konusun
daxilino ¢okilmi don hacmi on boyiik olaninin
radiusu v hi liylinii Wiioyyon edin.
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Umumilssdirici tapsiriglar

|L Funksiyanin grafikini qurun.

Df(x)=4-3x -x 2)f(x)=x*—2x2+3
3)f(x)=2x—3x2— 12x + 10 4) f(x) =%x (x—2)
5 f(x)=x3+x2—x+ 8 6)f(x)=3x?P-x

2 -8
NIW=2 8/ =T

|& Verilon pargada funksiyanin on bdyiik vo an kigik qiymatlorini tapin.

a)y=-2x +7, -3<x<4 b)f(x)=3x>2—12x+7, 0<x<3
o) f(x)=x*-3x, 2<x<0 d)y= Vx—0,5x, —8<x<-3

|i f'(x) funksiyanin toramasinin qrafikindon istifado etmoklo f(x) funksiyasi
iiclin a) artma vo ya azalma intervallarini; b) ekstremum ndqtalorini toxmin
edin.

|i Verilon gortlori 6doayon kasilmaz funksiya qrafikini sxematik tosvir edin:
a) x <2 oldugda f'(x)>0,x>2 oldugda f'(@e 0 vo f(2)=35;

b) —1 <x <4 olduqda f'(x) > 0, x <-1 X > dugda f'(x) <0 vo
S=D)=0,1(4)=6; P
c)x # 1 oldugda f'(x) >0 v

|i fx)=x4+x-\3
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Umumilssdirici tapsiriglar

1
& y = x? parabolasi tizarinds elo noqts tapin ki, onun M(2; 7) noqtosindon

9.

110,

l12.
|13,

|14,

115,

moasafoasi an kigik olsun.

Odadi silsiloads as= 3 oldugu malumdur. Silsils forqinin hansi qiymatle-
rindo ai1-as-as hasili on boylik qiymot alar?

Funksiyanin grafikine goro téromasinin isarasinin miisbot vo ya manfi
oldugu intervallar1 toxmin edin.

b)

. Topolori koordinat sisteminin baslangicinda, Ox vo Oy miisbot

yarimoxlari tizorinds vo y = 4 — x? parabolasi iizorinds olan diizbucaglilar
arasinda sahosi on boylik olani tapin.

Hocmi 144 1t sm® olan silindrlordon sothinin sahasi an ki¢ik olanin hiin-
diirliiytlinii tapin.

Tibb. Maksimum konsentrasiya. C(7) = 0,08

r+2t+2
mis dorman preparatinin # zamanda qandaki konsentrasiyasinin doyigmasini

funksiyasi1 qobul edil-

ifads edir.  dormanin gabul edildiyi andan baslayaraq vaxti saatla gostorir.
¢t zamaninin hansi qiymatinde derman preparatinin gandaki konsentrasiyasi

maksimum olar?
Funksiyanin béhran néqtalorini v ekstremumlarini miisyyan edin.

4 —2x, x<l1
Y7+ 1, x>1

0

1) y=x*’(x*-4) 2)y=xN3-x

3

X,

N fﬁ—h+&x§l
YoVt 6x—4, x> 1 4 Vg
® 4

Iki binanin su tochizat1 iigii

4 km

, binal@ra qodor su xottinin
i n az boru islodilmis
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Inteqral

N

« Ibtidai funksiya va qeyri-miioyyon inteqral

* Oyrinin shats etdiyi saha

* Miioyyan inteqral

* Nyuton-Leybnis diisturu

* Miioyyan inteqralin xassolori

* Miioyyan inteqral vo firlanmadan alinan fiqurlarin hacmi

Riyazi ligat
¢ ibtidai funksiya ¢ inteqrallama sabiti
¢ geyri-miioyyan inteqral ¢ miioyyan inteqral
¢ inteqral isarosi ¢ inteqrallama sorhadlori
¢ inteqrallama ¢ inteqral hesabinin asas teoremi

Bunu bilmak maraqhdir!

Heydor ©liyev Morkozi memarliq tislubuna gors diinyada sohrot gazanmis, qeyri-adi
memarliq asaridir. Kompleksin memarliginin gézoalliyi ¢oxlu sayda sistemli riyazi
problemlorin halli sayssinds miimkiin olmusdur. Bina dalgavart qurulusda oldu-
gundan, layihosindo demok olar ki, diiz xotlordon istifado edilmomisdir. Bu qurulusla
binanin dam Ortiiyii yerlo tomas edorok diizgiin vo_harmonik goriintii formalasdirir.
Belo bir memarliq qurulusu postmodernist memaflig
zluq effekti formalasdi-
rir. Binanin xatlori sanki
kegmislo golocayin bir-
logmasini simvoliza edir.
Binanin insast zamani,
timumi uzunlugu 9Q

1lmasinda imumi sahosi 4 ha olan vo 12027 adad xiisusi torkibli
bucaq,diizbucaqli, trapesiya ,paralelogram formali panellordon is-




Ibtidai funksiya. Qeyri-miiayyan inteqral

Arasdirma. Saorbast diison cismin # zamanina qodar getdiyi yol
2

s(7) :%t diisturu ilo tapilir. Bu diistur Qaliley torafindon tacriiba yolu ilo
tapilmigdir. Bu diisturdan diferensiallamaqla istonilon # aninda sorbast diison
cismin stirotini vo tocilini tapiriq: w(¢) =s'() = gt; a()=v'(t) =g
Bas tors masaloni neco hoall etmak olar? Yoni tocil malum olduqda siiratin v(¢)
doyismo ganununu, hamginin harokstin s(7) ganununu neco tapmaq olar?
Diferensiallama verilon funksiyanin toromasinin tapilmasidir. Téromasi verilon
funksiyanin tapilmasi iso diferensiallamaya tors amoldir. Bu zaman téromosino
va ya diferensialina gore funksiyanin 6ziinii tapmaq lazim golir, yoni miioyyon
araliqda f{x) funksiyasi verildikds elo F(x) funksiyasinin tapilmasi tolob olunur
ki, homin araliqda F' (x) = f{ix) vo ya dF(x) = f(x) dx 6donmis olsun.
Torif. Verilmis araligin biitiin noqtalorinds F'(x) = f(x) barabarliyini 6doyon
F(x) funksiyasina homin araliqda f{x) funksiyasinin ibtidai funksiyasi deyilir.
Mosalan, F(x) = x? funksiyast (—oo; +o0) araliginda f{x) = 2x-in ibtidai
funksiyasidir, ¢iinki bu araligin biitiin ndqtolorinds (x?)’ = 2x 6donir.
(x?)'=2x d(x*)= 2xdx

diferensiallama
dF(x) = f(x) dx
ibtidai funksiya fx) =2x

inteqrallama

Digor torofdon, (x?)' = (x* + 3)' = (x> — 2)' = 2x vo imumiy-
yatlo, ixtiyari C sabiti {igiin (x* + C )" = 2x oldugundan,

X2, x2+ 3, x> =2, x* + C funksiyalarmin har biri do f{x) = 2x-in
ibtidai funksiyasidir. Yoni verilmis funksiyanin ibtidai
funksiyasi yegano deyil.

Fi(x) va Fa(x) funksiyalart miioyyon araliqda

funksiyalaridirsa, g(x) = Fi(x) — F2(x) funk min araliqda

g'(x) = Fi'(x) — F2/(x) = fix) —¢f&) = ik kimi 6donar. Onda
g(x) funksiyasinin qrafikine ha an absis oxuna paralel olar.
Demali, y = g'(x) funksiyadinin 1 doWabsis oxuna paraleldir, yoni homin
araliqda g(x) = C, ixtl itdir. Buradan, Fi(x) =Fa(x) + C.
Beloliklo, aliriq funksiyas1 verilmis araliqda f(x) funksiyasinin
ibtidai funksiyas

st da’homin araliqda f{x)-in ibtidai funksiyasidir.
aliqdaki istonilon ibtidai funksiyasi1 F(x) + C soklindadir.

funksiyalar coxlugudur.
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ibtidai funksiya. Qeyri-miiayyan inteqral

Qeyri-miidyyan inteqral

Tarif. Miioyyon araliqda f{x) funksiyasinin biitiin ibtidai funksiyalar1
coxluguna homin araliqda onun qeyri- miidyyan inteqrah deyilir vo

[ fix)dx kimi isars edilir. Bu, “inteqral ef iks de iks” kimi oxunur.
f(x)-1n ibtidai funksiyalarindan biri F(x) olarsa, torifo gora

[f(x) dx =F(x) + C.

Burada [ integral isarosidir, f{x) inteqralalt: funksiya, x inteqrallama
doyiseni, C iso inteqrallama sabiti adlanir. Inteqrallama doyiseni olaraq
istonilon doyison gobul edils bilar.

Toromasing gora funksiyanin tapilmasina inteqrallama omoali deyilir.

Niimunoa 1. Torifo goro qeyri-miioyyaon inteqrallar: tapin:

a) [5dx b) [3x%dx ¢) [cosx dx
Hoalli:  [Sdx=5x+C [3x2dx= x>+ C [cosxdx=sinx+ C
Cinki: (5x+ C)'=5 (x¥*+ C)'=3x2 (sinx + C)' = cosx

Niimuna 2. [x3dx inteqralini torifs gors tapin.

Holli: Hans1 funksiyanin toromasinin x* ola bilacoyi hagqinda diistinok. Mo-
solon, x* funksiyasinin toromasinin 4x3 oldugu malumdur. Demoali, axtardi-
gimiz funksiyanin 1 vurugu olmalidir ki, 4 omsal1 ilo ixtisar olunaraq x*

4

1
almsin. Bu F(x) = % x* funksiyasidir. Demali, [x* dx= Tx4+ C.

1.

Oyranma tapsiriqlar

Gostarin ki, F(x) funksiyasi verilon araliqda f{x)-in ibtidai funksiyasidir.
a) F(x) =%x 4 fix) =%x3 ,X € (—o0;+0)
1

b) F(x) =2\x, flx) = o (0
X

) Fx)=2x—-1), iAx)=6(2x—1)*,x

d) F(x) = 3x — cosx, f{x) =€ sinx |

Odod oxunda verilmis fignksi

a) flx)=3 b) d) flx)=5x*
|i Verilon funk ini gostorin ki, digor iki funksiya onun uygun
i nksiyasi olsun.
I hx)=x*+x
|i Tori isti edorok geyri-miioyyan inteqrali tapin.
1
4d b)|2x d 4x3 d. d)|——
a).[ )J.x x c).[ X dx )J.coszx x
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ibtidai funksiya. Qeyri-miiayyan inteqral

Sabitin vo qiivvat funksiyasimin inteqrah

Sabitin inteqrali: [ kdx = kx+ C
xn+1
Qiivvat funksiyasinin [xdx=—"—7+C,n#-1
int 1 Joert!
Hearat [ovidx = 1 Conz-l
n+1

Bu diisturlarin

dogrulugunu torifo géra I(kx + b)'dx =
oziiniiz yoxlaymn!

e +1) (kx+ by + C, n#-1

Niimuns 1. [54xdx qeyri-miioyyan inteqralini tapn.
7+ 3 10
2 = 2 = 3

x? A C=ga? £ C= W C

2t 2

Nitmuna 2. f(x) = 3-(2x + 1)* funksiyasimin ibtidai funksiyalarinin
imumi sakhm yazin.

Holli: x *-iin ibtidai funksiyalarindan biri g oldugundan,
f(x)=3-(2x + 1)*funksiyasimnin ibtidai funksiyalarindan biri

1 @xt* 3 Lo . N
2 a1 T 10 (2x+1)’ olur. Ibtidai funksiyalarin imumi sokli iso

1
Holli: [5\xdx =[5 x%dx=

F(x) =5—0(2x+1)5 + C olar. Demali, [3-(2x+ 1)*dx =13—0(2x+1)5 +C
|i Qeyri-miioyyan inteqrallari tapin.
)l-4Hdx  b)l6dy Ol de  d) ;%x dx
|i Funksiyanin ibtidai funksiyalarini tapin.
a)fix)=4x*  b)fix)="Tx°

|7. integralalt: funksiyan1 x” so
tapin.

ofha ol

X 93)° oldugunu gostarin vo [8(2x+3)3 dx qeyri-miioyyon

oldugunu gostorin vo | dx qeyri-miloyyon

3
Vdx + 1 Vdx + 1

inteqralini tapin.
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Ibtidai funksiya. Qeyri-miioyyan inteqral

|& Funksiyalarin ibtidai funksiyasini tapin.
DD =x 43 A== A= (-2
d) fx) = (5x + 2)° e) flx) = (9 —4x)? f) fx) = (e + 3)7

Qeyri-miioyyon inteqralin xassalori

1.[f"(dx= fx)+C

2. L ff@dr=f()

3. 0L/ () + g(o)ldx = | £ (@)dx + [g()d
4. [[f () —g)]dx =] f (x)dx — [g(x)dx
5. [k f)dx =k [f(x)dx (k+0)

Niimuna 1. [(3x° + 9x2 — 5)dx inteqralini tapin.
Holli: [(3x° + 9x2 — 5)dx = [3x5dx + [9x?dx — [5dx =

x2+ 1

:3x5+1 49

et C =L 43— Sy 4 C
5+1 2+1 2

|£). f(x) funksiyasi tigilin ibtidai funksiyalarin imumi soklini tapin.

) f) =7 -4 b) Ax) =5 + 6x — 9’
) ) =36 O =v-%+ 3

|11. Tapm.
a) ([3x2 dx) b) [(x) dx @I\/;dx)’
|1_2. Qeyri-miioyyon inteqrallar abla

a) j%ﬂdx b) | dx 0) [2 +x%) dx

d) [2x—3x? ) J(*=9)dx £) [ = 3x* + 3x— 1) dx
2) IBx> —x7) h) [(8x*+ 3x~Hdx 1) [(4x 2 —x F)dx
i) j(% 70) de k) [( % Ve % ydx 1) [( %\IF + 8x) dx
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ibtidai funksiya. Qeyri-miiayyan inteqral

Toramoadoan farqli olaraq, hasilin vo nisbatin inteqrallari tiglin birbasa diis-
turlar yoxdur. Ona gors do bu halda, agor miimkiindiirss, avvalca verilmis
funksiya ibtidai funksiyasi molum olan funksiyalarin comi va ya forqi
kimi yazilir, sonra ibtidai funksiyasi tapilir.

Niimuna. f(x)= 2 -l funksiyasinin ibtidai funksiyasini tapin.
1
Holli: fix)= 3 2_\/; = 3x — 2x 2 goklindo yazaq
X x o
5 1
Onda F(x)=3-%—2- fz =%x2—4\];+ C alarigq.

2

|13. Funksiyanin verildiyi ifadoni sadslosdirin, inteqrallama qaydalarini tatbiq
etmakls ibtidai funksiyalarini tapin.

a) flx)=((x+2)(x-3) b) X)=*-3x)x+ 1) ¢) flx)=(x-3)
d) fX)=(x+2)x+ 1) e) f(X)=(l—\/)_c)(1 + \/)_C) f) fix)=(x+ 12—
|£l. Qeyri miioyyan inteqrallari hesablayin.

3 2_ 2
a)J X°3x b)J% du C)J()C:Cr—42ldx
x>+ 5x+ 6 6x+ 8 #+ 1)
|LS Sadolosdirin va ibtidai funksiyalarini tapin:
a) fix) = Vx (W + == v — 2x0)(x + 2x)
|1_6 Verilmis funksiyanin ibtidai funksgyalar
a) flx) = (3x + 2)* -1y
_ 3
OO =12y \ 1= G Ty
2
&) fix) = (x g + 1 ) fir) = 22
|L7. Inte@alalti furlksiyan: sadalosdirib, geyri-miioyyon inteqrali hesablayn.
- 24+ x—6
a) J(x X b)f% dx c)f% dx

223



ibtidai funksiya. Qeyri-miiayyan inteqral

Ustlii funksiyanin va 1/x funksiyasinin inteqrallar

.. 1
Ustlii funksiyanin Jedx=e+ C Jerdx == et+C
inteqral: g @ ey = ok
[axdx o Ja kdx g "t C
1/x funksiyasinin inteqrah: 1
x> 0 oldugda Iydx =hx+ C
x < 0 oldugda ] % dx = In(x) + C
x # 0 olan istonilon araliqda [ %dx =Inx|+ C

Umumi halda: fﬁdx = % Inlkx+ b+ C

Bu diisturlarin dogrulugunu torifa gora oziiniiz yoxlayin!

Niimuna . Qeyri-miisyyan inteqrallari tapin: a) [e*dx; b)j 3 2 Z dx
X

Holli: a) [e*dx :% e+ C

bI 2 =I L -2 + 4+
)3x+4dx 23x+4x 3ln|3x 4+ C

|£§. Qeyri-miioyyan inteqrallari tapin.

a) [3e2dx b) f(*12)€3”dx c 8 d) 4-2"dx
el -2
)] X dx f),“ xIn %’ ) 2x+1 dx

|1_9. Verilmis funksiya

dai fun alarini tapin.

a)ﬂx) = % f(x) = c)f(x) 4032 d)f(x) =6 2¥x+1
@, Qeyi-miioyyadn inteqrallar1 hesablayin.
a) [(e* X b) J(zx—%) d o)l (e +2x)dx )] (e ——2)dx

xIn2

224




Ibtidai funksiya. Qeyri-miiayyan inteqral

Trigonometrik funksiyalarin inteqrallar

[sinxdx =— cosx+ C jsinkxdx=—%coskx+c
[cosxdx =sinx+ C [coskx dx :% sinkx+ C

1 1
fcosxdx—tngrC jCOS—ZIOCdx=7tgkx+C
jsmxdx——ctgx+C jﬁdx=—%ctgkx+€

Bu diisturlarin dogrulugunu tarifa géra oziiniiz yoxlayn!

Niimuno 1. j2sin% dx inteqralini tapin.

.. X o, cos (x/2) _ X
Halli: [2sin > dx=-2— 5 + C=—4cos 7+ C

Trigonometrik funksiyalarin inteqrallanmasi zamani triqonometrik eynilik-
lardan istifads etmok alverislidir.
Niimuna 2. f(x) = sinx - cos x funksiyasinin ibtidai funksiyasini tapin.

Holli: fx)= % sin2x oldugundan F(x) = % '(—% cos2x)+ C=

= —% cos2x + C olur.

Niimuno 3. [sin? x dx inteqralin1 hesablayin.

Halli: sin?x = 5Ty cos2x eyniliyini nazars alsaq,

2
Niimuno 4. | sin5x'cos3xdx inteqralin1 tapin.

[sin?x dx=] (% —%cos2x)dx = Lx —% sin2x + C.

inteqrallar1 hesablaym.

a) [(3sinx+ 2cosx) dx b) Icosz
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Ibtidai funksiya. Qeyri-miiayyan inteqral

|2_3. Verilmis funksiyanin ibtidai funksiyalarini tapin.

a) flx) = cos’x — sin’x b) f(x) = sin*3x ¢) flx) = sin3x - cosx
m. Qeyri-miioyyen inteqrallar hesablayn.

a) | sin? x dx b)J cos? x dx ¢)f sin2x-cos? x dx

d) [sin3x sinx dx e)[sinxcos3xdx ) Jcos3x cos5x dx

|l5- Trigonometrik eyniliklordon istifado etmoklo inteqrallari tapin.

a) J(1 + tg%0) do b)J(1 + ctg>x) dx ¢ Jetg>x dx
|2_6. Qeyri-miioyyen inteqrallar: tapin.
a) | (sin 2x + 3x)dx b) | (cos 3x — 2x+ 1)dx
¢) [ (e + 2 cos x + 5x?)dx d) | (e3 — 8sin2x + x #)dx
Tatbiq tapsiriqlar

Inteqrallama sabitinin tapilmasina aid masalalor

Niimuna. f{(x) = 2x funksiyasinin, qrafiki: a) M(2;2); b) P(—1;3) ndqtosindon
kegon ibtidai funksiyasini tapin.

Hoalli: Ovvalca flix) = 2x funksiyasinin (— oo;+ o0)
araliginda ibtidai funksiyalarin imumi goklini
yazaq: F(x)=x*+C.

a) Sorts gora F(2) = 2 olmalidir. Onda

4+ C= 2, buradan C =-2. Demali, f(x)=2x
funksiyasinin gqrafiki M(2;2) noqtasindon kegon
ibtidai funksiyasi F(x) = x> — 2-dir.

b) Sorts gora F(—1) = 3 olmalidir. Onda 1 + C = 3, buradan C = 2. Demali,
fx) = 2x funksiyasinin qrafiki P(—1;3) noqtesindan kegon ibtidai funksiyasi
F(x) = x2 + 2-dir.

|_7 fx) funksiyasinin Verllmls’m 0 lyasini tapin.
F4)=-2

a) flx)=x2,F(3)=0 , =
|_8 fx) funk51yasm1n verilmi§Péqtodon kegon ibtidai funksiyasini tapin.

b) flx) = 4x*, M(-1;3)

is sorti 6doyon ibtidai funksiyasini tapm
b) fix)=3e"%LF2)=0 c¢)fix)=—-,F(e)=5
n2x F(%) =0 e) flx)=2cosx, F(?) =3
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Ibtidai funksiya. Qeyri-miiayyan inteqral

@. flx) funksiyasimin grafiki verilmis M noqtosindon kegon ibtidai
funksiyasin1 tapin.

a) fix) =2+ —L Mm(1; L) b) Alx) = (2x-1), M(2;4)
24x 6
|3_1, Verilon sortlori 6doyan funksiyani tapin.
@) /') =2x + 1; (1) =2 b)/(x) = — 4 f0)=7

¢)f'(x)=8x*+4x—-2; [0)=6 d)f'(x)=3x>-5x+ 1, f[1)=3,5

|3_2. F(x) funksiyas1 f{x) =2x + 1 funksiyasinin qrafiki M(1;0) ndqtesindon
kecon ibtidai funksiyasidir. x-in hans1 qiymatlorinda:
a) F(x)>0; b) F(x) <0 olur?

|33. Absisix olan ndqtods toxunaninin bucaq amsali 2x — 2 olan va grafiki (3;4)
ndqtasindon kegon funksiyanin analitik ifadssini miioyyon edin vo qrafikini
qurun.

Real hoayati situasiya masalolori

Niimuno 1. Horakat. Yerdon 1 m hiindiirliikdon yuxar1 atilmis topun stiro-
tini # zamanindan asil1 v(r) = -9,8¢ + 12 kimi ifads etmok olar, burada ¢ zama-
n1 saniyo ilo ol¢iiliir. ¢ saniyo aninda topun yerdon hansi hiindiirliikdo

oldugunu gostoran funksiyani yazin. # = 2 saniys aninda top hansi hiindiir-
liikds olar?

Hoalli: ¢ aninda topun /(¢) hiindiirliikds oldugunu forz etsok, 4'(¢) = v(¢) olar.
Demali, A(?) funksiyas1 v(¢)-nin ibtidai funksiyasidir:

h(f) = ([(-9,8t + 12)dt =492 +12t + C

Indi mosalonin verilonloring goro C sabitini tapag.
Baslangicda, yoni ¢ = 0 aninda, top yerdon 1
¢t =0 olduqda 4(0) = 1 oldugundan,
1=-490

0donmolidir, buradan C = 1. li, ¢ erdon hiindiirlityiini
gostoron funksiya A(f) = — 4,97 + ilo miioyyon edilir. = 2
olduqda A(2) =—4,9-2> H12-2 + 5,4 Olur. Yoni, ¢t = 2 saniyo aninda

227



ibtidai funksiya. Qeyri-miioyyan inteqral

|35. Harakat. Diizxotli horokot edon maddi ndqtenin siirati v() = 2¢ — 3 diisturu
ilo verilir. = 0 baslangic aninda ndqtonin koordinat baslangicinda oldugunu
bilorak, onun x koordinatini # zamaninin funksiyast kimi tapin.

Niimuno 2. 9halinin artimi. Statistik arasdirmalar sohordoki ohalinin saymin
illik doyismasinin P'(¢) = 11,7e%2% miinasibati ilo miioyyon edilo bilindiyini
agkar etdi. Burada ¢, 1960-c1 ildon sonraki illorin sayini, P(#) verilon ildoki
ohalinin sayini (yliz min nofaorlo) gostorir. 1990-c1 ildo ohalinin say1 820 min
nafor olmusdursa, 2020-ci ilds bu sohardos ohalinin sayinin nec¢o nofar olacagini
toxmin edin.

Holli: P'(r) = 11,7e%02¢ funksiyasinin ibtidai funksiyani tapmaqla ohalinin
sayini gostoron P(7) funksiyasini miioyyan edas bilorik:

P(#) = [11,7e%020dt = €002t + C = 450e%0261 + C,

3

0,026

P(r) = 450e0261 + C
Indi isa C sabitini miioyyen edok.

Sorta goro, t = 30 oldugda (1960-1990) ohalinin say1 820 min olmusdur:
820 = 450e 002630 + C
Onda C = —-161,2 vo P(r) = 450e%026: — 161,2 .
2020-ci ildos ohalinin say1 P() funksiyasinin ¢ = 60 qiymotino uygundur:
P(60) = 450e%0260 —161,2~1980,3
Yoni, 2020-ci ilds bu sohardaki ohalinin say1 toxminon 1980300 nofar olacagq.

|3_6. Bakteriyalarin coxalmasi. Miisahido ilo bakteriyalarin P(¢) sayinin

artim siiratinin Z—tp =200e%" +150e -9 kimi oldugu miioyyan edildi.

gicinda bakteriyalarin
or olacaq?

Burada ¢ zamani (saatla) gostorir. Miisahidonj
say1 200000 olarsa, 12 saat sonra onlarigsay1

m, Ekologiya. Marallarin artudfPiizori ran tadqiqat qrupu
hesabatinda marallarin sayin yisigsini agagidak: tonliklo

maral var idiso, miisahidonin sonunda onla-
olmusdur?

olarsa, 150 mohsulun maya doyari negoyo basa golor?
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9yrinin ohata etdiyi saha

Tesovviir edin ki, siz bitkiler iizorindo todqiqat aparirsiniz vo bitkinin aldig:
giinas enerjisini miloyyon etmok li¢lin yarpagin sahasini tapmaq lazim golir.
Yarpagi damali voraq lizorinds yerlosdirib, damalar1 saymaqla onun sahosini
toqribi olaraq tapmagq olar.

(L 3 i 0 e e |

y/ HAHH
1 dama 1 kv.sm 1 dama 1/4 kv.sm
Tam dama 1 adad Tam dama 16 odod
Tam olmayan dama 18 adod Tam olmayan dama 34 odod
1 < damalarin say1 < 19 16 < damalarin say1 < 50

1 kv.sm <yarpagin sahasi < 19 kv.sm 4 kv.sm < yarpagin sahosi < 12,5 kv.sm
Damalar kiciltmoys davam edib, yarpagin sahasini daha kigik kvadratlarin
comi kimi saysaq, sahonin hesablanmasindak: toqribiliyi azaldaraq onun

sahasini hoqiqi sahasing daha yaxin qiymatls hesablamagq olar.
Eyni tisulu totbiq etmoklo miixtalif formali sahalori hesablaya bilorik.

Masalon, [a;b] pargasinda ko- )

. Yy
silmoz olub, monfi olmayan V=A%) ‘ v:f(x)
giymoatlor alan y = f{x) funksi- 1 %
. ’ . Sy
yasinin qrafiki, absis oxu, Sum=
x = a va x = b duz xottlori ilo S N 5

=y
><"

hiidudlanan sahslori do bu iisul- 0",
la hesablamaq olar.

I~

Nimuno 1. y = %x + 3 funksiyasinin qrafiki, absis oxu, x =2 vo x = 4 diiz
xotlori ilo hiidudlanmis fiqurun sahasini toxmin edin.
Holli: Sokildo y =7x + 3 funksiyasinin qrafiki, absis oxu, x =2 vo x =4 diiz

xatlori ilo hiidudlanmis fiqur tosvir edilmisdir.
Gostarilon sahani hiindiirliiyii f(2) =4 vo fi4) §5 o
toxmin etmok olar.

Eni4-2=2
f(2) =4 vahi

iizbucaqlilara gora

2=2 vo hiindiirliyi
= 5 vahid olan diizbucaql

1
%} f(x):2x+3
4;5
4 4:5)
2
3 — o 2 4 %

Sahgsoi |2 -4 2 8 kv.4vahidx Sahasi 2 - 5= 10 kv. vahid
Bu hoqigi sahodon azdir. Bu haqiqi sahaden ¢oxdur.
Saha: 8<S< 10
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9yrinin dhats etdiyi saha

Gostorilon sahoni daha kigik diiz-
bucaqlilarin sahoalori comi kimi he-
sablasaq, toqribiliyi azaldaraq,
haqiqi qiymato daha yaxin qiymaot-
londirarik.

[2; 4] pargasint iki yera ([2;3] va [3;4]) bolmakle ($9k11 a vo sokil b) axtarilan
sahani iki diizbucaqglinin sahalori comi kimi toxmin edos bilorik.

a) sahonin toxmini qiymati eni 1, hiindiirliiyli f{2) = 4 vo eni 1, hiindiirliyi
f(3)=4,5 olan diizbucaglilarin sahalari comins borabordir: 1-4+1-4,5=8,5.
b) sahonin toxmini qiymati eni 1, hiindiirliiyii f{3) = 4,5 vo eni 1, hiindiirliyii
f(4) =5 olan iki diizbucaqlinin sahslari coming borabordir: 1-4,5+1-5=9,5.
Demali, haqiqi sahs 8,5 < S < 9,5 miinasibatini ddayir.

Baxilan halda sahani trapesiyanin saha diisturuna gors doqiq hesablayaraq
aparilan hesablamalarin xastasini qiymotlondirs bilorik:

5 (athrh 1 2(445)=9

Demaoli, intervallarin say1 n = 1 olduqda hesablamalar hoqiqi sahadon 1 kv
vahid forglonir, n = 2 olduqda iso bu forq azalaraq 0,5 kv vahid olmusdur.
Verilon pargani daha ¢ox sayda kicik araliglara bélmokls, sahoni daha kicik
diizbucaqlilarin sahalori comi kimi hesablasaq, haqiqi qiymatino daha yaxin
natico alinar.

y Xata Y, xata Y} Xola
|
O X 53 O X )
bélgiilorin sayin = 2 bolgiilorin sayin = 4 bélgiilorin sayin = 8
fx) funksiyasinin grafikinin [a; b] par¢asinda diyi saho dedikdo
f funksiyasmin qrafiki, absis oxu, x = a v ditz Rotlori ilo hiidudlanmis

fiqurun (buna ayrixatli trapesiy; i S o tutulur. Tapsiriqlar-
da bu sahaoni bazon qisaca o i ats etdiyi saho” kimi ifada
edocayik. Burada f funksiyasi i gidaki sortlor 6donmolidir.

* f funksiyasi verilon [a; b kastimazdir

mayan qiymatlor alir

—a
olan n sayda pargaya

[a; b] parcas1 h

bolini [x0; s [Xn-15 Xn]
Ax
e b
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 :
Xo X1 X2 Xio1  Xi Xn—1 Xn X



Miiayyan inteqral vo saha

fx) funksiyasinin qrafikinin ohato etdiyi saha toqribi olaraq, eni A x, hiindiir-
liyii f(x:) olan diizbucaqlilarin saholori comi kimi tapilir.

Niimuna 2. Sakildoki ayrinin shats etdiyi saho toqriben verilon par¢ani n = 4
borabor hissoyo ayirmagla alinan 4 diizbucaqlinin saholori comina borabordir.

Y. Y
2 2
} /\ L5 o
1 L
l 1 1 05
031 L,
OlaI : ' f Ib§ Ol Xo X1 X2 X3 X4 x

~

S=f(x1) Ax + f(x2) Ax + f(x3) Ax + f(x4) Ax =S4

Hondassi olaraq bu com sokildoaki pillavari fiqurun sahasidir vo f'(x) funksiya-
sinin [a;b] pargasi iizro inteqral comi adlanir.

Verilmis parcani n sayda pargalara bolmoklo

S=f(x1) Ax+f(x2) Ax + f(x3) Ax + ... + f(xs) Ax =S, kimi yazmaq olar. Bu
yazilis1 ) “sigma” isarasinin komoyilo qisa sokildo asagidaki kimi yazilir:

S~ ¥ f(w) Av=S,

f funksiyas1 kosilmoz oldugundan kifayat qodor boyiik n-lor liglin (yoni Ax
kifayat qadoar kicik oldugda) qurdugumuz diizbucaqglilarin birlosmasinin sahasi
bizi maraqlandiran sahs ilo “demak olar ki, eyni olur” , yani n—o0 olduqda
Si—S': . . n
S= }113010 Su =1%an;1 S (i) Ax

Qeyd edok ki, inteqral cominda f'(x:) qiymatlori avozing [xi1; xi] arali§inin ix-
tiyari cindqtosindaki f{c;) qiymatlori gotiiriilo bilor.

Miiayyan inteqral

Gostormok olar ki, [a; b] pargasinda istonilorfkosily

vz f funksiyasi liciin

a sorhadlori, a-ya asagi sorhod, b-yo yuxari
sidir.  funksiyasina inteqralalti funksiya, x

sorhad deyilir.
i$@NIn9 i oyiseni deyilir.

doyiganins inte

oldl}lqda funksiya grafikinin [a; b] par¢asinda
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Miisyyan inteqral va saha

Oyrinin ohato etdiyi sahani hesablayarkon asagidak: hoall addimlaria digqot
edin.

1. Funksiyanin grafikini sxematik ¢okin.

2. Verilmis [a;b] parcasini har birinin uzunlugu Ax = b-
pargaya boliin.

3. Hesablamada f{x;) qiymati olaraq bolgiids alinmis pargalarin sol vo ya sag
ucundaki qiymatin se¢ilmasino gorar verin.

4. Hesablamalar1 diizbucaqlilarin oyridon asagida yerlosdiyi hal {igiin vo ya
diizbucaqlilarin ayrini asdig hal iiglin apara bilorsiniz.

olan n sayda

Niimuno 3. [1;16] pargasini 5 barabar pargaya bolmoklo
fx) = 0,1x* — 2,3x? + 12x + 25 funksiyasinin qrafiki altindaki oyrixatli
trapesiyanin sahasinin toqribi qiymatini tapin.

Hoalli: Sokilds verilmis funksiyanin qrafkalkulyatorla qurulmus qrafiki goste-
rilmisdir.

B 60 _ 3 _ 2
Baxilan halda A x = 1651 =3 0 A
30
— —f——+— »
1 4 7 10 13 16 O 1 Z 3456 TROT0IIsIasier

fxi) qiymati olaraq boliinmiis parcalarin sol ucundaki qiymati secok. Eni 3
vahid, hiindiirliiyii iso f{x;) vahid olan 5 diizbucaqlinin sahalori comi oyrixatli
trapesiyanin sahasinin toqribi qiymatidir:

5
SEY ) Ax=f1)- 3+ f4)- 3+A7)- 3+/10)- 3+A13)- 3=
1 =348.3+42,6-3+30,6-3+15-3+12-3 =405

S =405 (kv. vahid)
Niimuna 4. Qatar saat 07:00-dan 09:00-a godor 90 km/saat siirotlo horokot

o o7 9. Zaman (saat)
alinda getdiyi yolun uzunlugu qiymatcs sabit

afikinin [7;9] parcasinda ohats etdiyi diizbucaqlinin
. Bu diizbucaqglinin hiindirliiyii 90, eni iso Ax=9—-7=2
-2 =180 olur, demoli

1 90dz = 180.
7

b) Qatarin veril
f(x) =90 funksi
sahosii® barabor
oldugundan sa
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Miidyyan inteqral va sahs

2
Niimuns 5. [ (2x + 3) dx inteqralini hesablayin.
0

Halli. Verilon miioyyon inteqral fix) = 2x + 3
funksiyasinin qrafikinin [0;2] par¢asinda ohato
etdiyi sahonin adadi giymaotino borabordir. Bu
saha iso baxilan halda trapesiyanin saho diis-
turu ilo hesablana bilor:

A

4
;3

3+7 2

g +2 =10, demoli [(2x+3)dx =10 L i 7

2

0

Oyranms tapsiriglar

1.

1
y=1 hiperbolasinin [1;4] parcasinda ohato etdiyi sahoni sokildoki diizbu-
caqglilarin saholori comi kimi tapin. Hesablamalar1 yiizdobir doqiqliklo
aparin. Noticolori miigayiso edin.

il

|& y=x,y=0,x=1, x =2 xatlori ilo hiidudlanmis trapesiyan1 qurun.

a) Molum diisturla bu trapesiyanin sahasini tapin.

b) [1;2] pargasini 5 barabar hissoya bolorok, trapesiyanin daxilino ¢okilmis
pillavari fiqurun sahasini hesablamagla bu trapesiyanin sahasinin toqribi
qiymatini vo alinan qiymatin miitloq xotasini tapin.

1
[0; 4] parcasinda y = sz funksiyasinin grafikini tosvir edin.

1) Verilon pargani avvalco n =4, sonra iso n
lara bolmakls, ayrinin verilon araliqda slggto'etdi

a eyni uzunluqlu parga-
anin toqribi qiymatini

tapin:
a) Oyridon agagida qalan d{ caq comi kimi;

Verilon parga, 1 qrafiki ilo ohato olunan sahoni hesablamaqla
miioyyan int qiym38§ini tapin.
5 4 5 3
a) @ dx b) [ 2x dx c) I%x dc  d) [(2x+3)dx
0 0 0 0
5 2 3 3
e) g (1092x) dx ) Il|)c| dx o) [|x-1|ldx  h) J2|x+ 1|dx
° 0 Z
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Miidyyan inteqral va saha

Asagidak: situasiyalara uygun hondesi tosvirlor ¢okin vo tolob olunan
komiyyati miioyyon inteqralla ifads edin:

a) Saat 11:00-dan 14:00-a qador 75 km/saat sabit stiratlo horokot edon av-
tomobilin getdiyi yol;

b) Daqiqads 5 litr su vuran nasosun ilk bir saat arzinds vurdugu suyun
miqdart.

1
Ofx3dx =% oldugu molumdur vo kub parabolanin A ) =x°
verilon parcada ohato etdiyi saha sokildo sxematik
tosvir edilmisdir. Uygun saholori sxematik tosvir £
etmoklo asagida verilon har bir inteqralin qiymoe- ﬁ 1 X
tini tapin. Paralel koc¢lirmo, miioyyon inteqral vo

saha haqqlndalkl biliklorinizdon istifadle edin.
a) 0f(x3 +3)dx b) 0I(x— 1)3dx
Tatbiq tapsiriqlar

Qrafikdo zorrociyin horokot siiroti(m/san) 3
verilmigdir. [1;6] zaman kosiyindo zorrociyin - (®
getdiyi yolu tapmagq ti¢iin jl v(t)dt miioyyan |

inteqralinin qiymatini uygun sahonin qiymati 2 3 4 5 o
olaraq hesablayin. Zorraciyin orta siiratini tapm

fx) funksiyasi grafiklo verilmisdir vo g(x) = j A(?) dt kimi miiayyan olunan

funksiyadir. Ji A L

a) f(x) funksiyasinin qrafikino gors 3 L g

g(x) funksiyasi tigiin codvali tamamalayin; 12 7

b) Qiymatlar cadvaling gors g(x) funksiyasinin o———————-5 7> x

qrafikini qurun; l1]2[3]4]5]6] 10|
c) g funksiyas: hansi ndqtodo minigiu g |1 2I3I4|5|6|78 9|0|
qiymat alir?

Siirat vo gedilan yol. Yusif’ 1y

saniyadoki qagis siirotinigcod gey@etmisdir.
t 0 3 4
v (m/san) 12 17 18
a) Csdvale aﬁk qurun; b)[0;4] parc;asmd

sag uc noqtasinin qiymatindan istifads edin (haqiqi yoldan ¢ox).
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Miidyyan inteqral va saha

|£), Marjinal maya doyarino gors iimumi maya dayari. x km yola asfalt
doésondikds marjinal maya doyari MC(x) = 0,5x> — 5x + 600 funksiyasi ilo
miayyan edilir. 40 km yola cakilon asfaltin maya dayarini tapin.
Gostaris: MC(x) funksiyasinin [0;40] parcasinda ohato etdiyi sahoni,
parcani 4 barabar parcaya bolmakls toqribi hesablayin.

IE' Uzunmiiddatli tapsiriq. Sahoni toxmini hesablamanin miixtalif tisullar
var.

Diizbucaqghlar iisulu. Trapesiya iisulu
Saha kigik diizbucaqlilarin sahalari Saha kigik trapesiyalarin sahalori
comi kimi ifad> edilir. comi kimi ifads edilir.
” sol uc qiyma- 5 sag uc qiyma-
tino gora tina gora
O X0 x1 20 X5 X1 o oo O X0 x1 X X3 Xax

1. [0;4] parcasin1 n = 4 sayda borabor hissaya bolmoklo f{x) = x + 1 funk-
siyasinin [0;4] pargasinda shats etdiyi sahonin toxmini qiymatini:

a) hiindiirliiyii sol uc qiymatino géro miioyyon etmoklo kigik diizbucaqlilarin
sahoalori comi kimi;

b) hiindiirliiyli sag uc qiymotino goéro miioyyon etmokls kigik diizbucaqli-
larin sahoalori comi kimi;

¢) kicik trapesiyalarin sahalori comi kimi tapin.

o HYURNG o=

11— 1+ 14
401234:96 o 1 2 3 4% o 1 2 3 4%
(I) (\/; +1)dx= 5% oldugu molumdursa, hdg b linmig naticonin
sahanin haqiqi qiymatindon ng® forqRandiy rlorinizi yazin. Hansi
iisulla alinan natico haqiqi qiy
2. flx) funksiyasinin [a;b}f parc ikini tosvir edin. n = 6 olmagla
uygun ayrixatli trapesi sahasi

a) diizbucaqlila ) trapesiya lsulu ilo hesablamaqla miioyyon

inteqr@lin toqribi gtymotihi tapin.
6

i Z)Zflnxdx
1
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Miisyyon inteqral. Nyuton-Leybnis diisturu

Praktik masgalo

1) f{x) = 2x funksiyasinin qrafikini doftorinizds qurun
va sokildo gostorilmis strixlonmis sahoni x-don asili
funksiya kimi yazin.

2) S'(x) = fix) oldugunu gostarin.

[0; x] par¢asinda monfi olmayan, kosilmoz f{x) funksi-
yasinin qrafikinin ohats etdiyi saha S(x) olarsa, S'(x) = f{x) oldugunu gostorak.

[0; x] parcasinda manfi olmayan S(x) kosilmoz
funksiyasina baxaq. S(x) funksiyasinin téromasini
tapmaq ti¢lin toromonin torifindon istifado edok.

S’ (x) = lim S& ) = S()

0 h

S(x + ) sahasi ffunksiyasinin [0; x + /] parcasinda qurulmus qrafikinin altinda
olan sahadirsa, S(x + /) — S(x) sahasi f funksiyasinin [x; x + /] pargast lizorindo
qurulan qrafike uygun sahadir.

S(x + k) —S(x)

ol Xx+h oy ol Yxth ox

h sifira yaxinlasdigca S(x + /) — S(x) sahasi eni A, hiindiirlityii f{x) olan
diizbucaqlinin sahasino yaxinlasir.
S(x+h)—S(x)=~h- fix) Buradan, S(x+h)

Demali, F(x) funksiy: x)Hin ibti nksiyalarindan biridirss,
Sx)=Fkx)+ C

fix) vo

i, [a; b] parcasina

b] parcasina uygun sa-
ha min ; fcasina uygun saho.

Yoni, [a;b ¢asina uygun saho = S(b) — S(a) =
=F(b) + C—F(a)— C= F(b) - F(a). ol a b

S(a) | S(b) - S(a)

=Y
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Miiayyan inteqral. Nyuton Leybnis diisturu

Niimuna 1. [2;5] parcasinda f{(x) =% x2+3 funksiyasinin grafikinin ohato

etdiyi sahoni tapin. vA
Holli: S'(x) = f{x) oldugunu bilirik. Demali, 0F ooles
of S
S'(x)= %xZ +3. S'(x) funksyasinin ibtidai funksiyasinin 8
7 =
timiiumi soklini tapaq: S(x) = %)& +3x+C. g i
4L
Funksiyanin qiymatlori forqinds C sabitinin tosiri <
yoxdur. Onda tolob olunan saho 2F
125 8 4 T [ I B
523(5)—5(2):1—5+15*(F+6):16? 0 123456 %

kvadrat vahid olar.
S =F(b)—F (a) vo S = f{x) dx saha diisturlarin1 miiqayiso edorak asagidaki
naticoya golirik: [a; b] parcasinda menfi olmayan kesilmoz f{x) funksiyast tigiin
b
[fix)dx = F(b) - F(a).

Alinmis bu diistur istonilon kasilmoz flx) funksiyasi lictin do dogrudur.

Nyuton-Leybnis diisturu

Inteqral hesabinin asas teoremi. ffunksiyasi [a; b] parcasinda
kosilmozdirso vo F funksiyasi f-in ibtidai funksiyalarindan biridirss, onda

b
[ fix)dx = F(b) — F(a).
Bu diistura Nyuton - Leybnis diisturu deyilir vo
b b
[fx)dx = F(x)| =F(b)~F(a) kimi do yazilr.

Belaliklo, f(x) funksiyasiin [a;b] par¢asi lizro miisyyan interqali onun hor
hans1 ibtidai funksiyasinin [a;b] par¢asinda artimina borabordir.
Xiisusi halda, miiayyan inteqralin asag1 vo yu hadlarinin qiymati

{ foopax =0

(1, )

inda y = e* funksiyasinin grafikinin 1
(71 ;E )
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Miidyyan inteqral. Nyuton-Leybnis diisturu

1 T
Niimuno 3. Miioyyan inteqrallari hesablayin: a) [x2dx; b) chosxdx

. 1 31 1 l
Holli: a) [y2 7y =X | = 2= -4
)sz dx 31,73 3 3

SE

b) fcosx dx =sinx

Niimuna 4. Miioyyan inteqralin manasini situasiyaya uygun izah edin.

P = P(¢) funksiyasi ohalinin (milyonlarla) sayinin # ildon asililigin1 gostorir.

fP(t)dt 2 inteqralinin qiymaoti hans1 melumati ifado edir?

Holli: j P(f)dt =2 inteqralmin qiymoti gostorir ki, ohalinin say1 8 il
orzinds 2 milyon nafor artmigdir.

Oyranmo tapsirigqlar
|1. Miioyyen inteqrallar hesablayimn.

3 2 4 1
1) [ dx 2)[2dx 3) [ xdx 4) [ x* dx
-1 0 -2 0
2 51 81 1 \3/_
N —_ —_— 2
5){x3dx 6)£x2 dx 7){\/;dx 8)0I 2 dx
3 3 i1 I
9) | cos x dx 10) | sin x dx 1] dx 12) [ ——— <y
ks 0 0 0 sin’x
6
2 0 8 2
—X 3
13)(£e”dx 14)Le¢c b 16)j1x dx
& [a;b] parcasinda grafiki greril siyasi iig;ﬁnf fx)dx 1inteqralin
hesablayin. ;1
a) o) 7 2 ¢)

S =e

=Y




Miidyyan inteqral. Nyuton-Leybnis diisturu

|i Miiseyyen inteqrallar1 hesazblayln.

a){(l — 2x) dx b)({(z + 3x) dx c)fl(3x22x+ 1) dx
d) Jz(x—x3)dx e) jlx3(x+ 1)dx f) i|.()c2—)3c—4)abc
o) f(x_L)zdx h)f6x3: X | XJ—I dx

i X 1 1 X

j) }(V)_c—l)zdx K) [+ D= dx D[ @x-1ydx

=

In3

1
1
. 2x d
sin 2xdx n) J e¥dx p) J3x+1 2%

m)

Se—17np

|i Tapin:
a) y =x%+ 2x oyrisinin [0; 2] parcasinda ohato etdiyi sahani;
b) y=x3— 1 ayrisinin [1; 3] par¢asinda ohato etdiyi sahoni.

|i Funksiya grafikinin verilmis par¢ada ohato etdiyi rongli sahoni miioyyon
inteqralin totbiqi ilo hesablayin.

y=2x;[1;3] y=x% [0;3] y=x% [0;1] y=1-x% [-1;1]
y“ y‘\ A
Bl of 1 A
M=o =S : 2
R Y ol

b/ Ve 5
3 4 ’ — 1.0 2 7°x
> 3 yAmr A
1 1
01234% =% [ \

|i Verilon xotl tidudl@mis saholori miioyyon inteqralin kémoyilo

hesablayin.
b)y=9-xy=0,x=2,x=3

d)y=¢e,y=0,x=0,x=1
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Miidyyan inteqral. Nyuton-Leybnis diisturu
Tatbiq tapsiriqlan

Dayison qiivvanin isi. F qiivvosi sabit olub, diiz xatt boyunca yonalmissa,
bu harokatds s yolunda goriilon is A =F - s diisturu ilo hesablanir.

Dayison qiivvenin [x; x+dx] parcasinda sabit qaldigini vo F(x)-o borabor
oldugunu gobul etsok, uzunlugu dx olan pargada gérﬁlsg is dA = F(x) dx olar.

Onda [a;b] yolunda(pargasinda) F(x) qiivvesinin isi A = | F(x) dx diisturu
ilo hesablanar. ’

Niimuna. Huk ganununa goro yay1 x godor dartan F qiivvesi F = kx diisturu
ilo hesablanir. Burada & miitonasiblik omsalidir. 5 sm dartilmis yayin
elastiklik qlivvasi 3 N-a borabordir. Bu yay1 5 sm dartmagq {i¢lin no qodor is
gormok lazimdir?

Holli: Sorto goro 3 =k - 0,05. Beloalikla, £ = 60, F= 60 x vo

0,05 0.05

A=[60x dx = 30x2| =30-0,052= 0,075 (Coul)
0

|l Miioyyan inteqralin hanst malumati ifads etdiyini yazin. .
a) R(?) funksiyas1 satis hocminin (yliz min manatla) zamandan (illo) asili

2
doyismaosini ifado edir. JR(t)dt = 12 miioyyan inteqrali noyi ifado edir?

b) v(¢) funksiyasi ¢ saniya anindaki siiroti (m/san ilo) gdstorir.

10
[v(t)dt = 4,5 miioyyon inteqrali noyi ifado edir?
0

|8. Fizika. Tacriibs zamani zarraciyin siiratinin zamandan asililiginin
v(t) =— 0,3£ + 9t kimi oldugu miioyyon edildi (v(¢) m/san ilo dl¢iliir).
a) I1k 5 saniyo orzinda zorracik no qador yol

nazars aln.
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|10. Satis hacmi. Sirkotin marketing prognozlarina gérs mohsullarinin satig
hacmi miitomadi olaraq S'(¢) = 20e %* funksiyasi ilo doyismalidir.
S'(%), t-ci giindo satis hocminin artimini (min manatla) gostorir.
a) 1k 5 giindoki satis hocmi toxminan na qadar olacaq?
b) 2-ci giindon 5-ci giiniine qodorki satis hocmini miioyyan edin.
Gostaris: Bu halda miioyyon inteqralin sorhodlori 1-don 5-9 qadar olacaq.

|E. Baslangic siirati 100 m/san olan zarracik saquli diiz xatt izrs horokot edir.
Zorrociyin ¢ anindaki stiratini v(z) = 100 — 10¢ asililig1 ilo ifads etmok olar.
Zarraciyin ilk 15 san arzinds getdiyi yolu hesablayin.
Gostaris: Gedilon yolu 0-dan 10 saniyoys vo 10 saniys anindan 15
saniyaya godor gedilon yollarin comi kimi yazin.

|1_2. a) Zarracik v(¢) = 4 — 2¢ m/san stirati ilo diiz xatli horokat edir. Burada
0< ¢t < 2 m/san. Zarraciyin ¢ anindaki yerdoyismosini vo 2 saniyo
miiddatinds getdiyi yolu tapin.
b) Zoarracik v() = > — 3¢t — 18 m/san siirati ilo diizxatli harokat edir. Burada
0 <¢<6ilk 6 saniys arzinds gedilon yolu tapin.
¢) Zarracik w(¢) =|2t — 6] m/san siirati ilo diizxatli horokot edir. Burada
0 <¢<6. Yerdayismoni va ilk 6 saniys orzinds gedilon yolu tapin.

m, Hacmin dayismasi. Cono #(£) = 200 — 10¢ //doq siirati ilo su doldurulur. {1k
10 doqige miiddatinda ¢ondoki suyun hocminin artimini miioyyan inteqralla
ifado edin vo hesablayin.

M. Saymn dayismasi. Odomo avtomatinin xidmotindon istifads edon
miistorilorin saymin zamandan asili doyisma_gidgatini
F(t)=12+ 6-cos (%) funksiyasi ilo modell@sdi

olar. Burada # zaman
mot gdostordiyi adam-
larin saymi (tam ododo yuygtlagla

|15. Géliin tomizlonmasi. y 3 20
hacminin doyismasini (#n/il)

gbldon ¢ixarilan tullantilarin
llosdirmok olar. Burada t, 2000-ci ildon
00-ci ildon 2010-cu ilo gador gdldon
mini miioyyan edin.

unu. a) 2N qiivve yay1 1 sm sixirsa, bu yay1 2 sm sixmaq
gérmok lazimdir?
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Miioyyon inteqralin xassalori

Miioyyan inteqralin bazi xassalorini geyd edok

Xassa 1. Miioyyan inteqralin qiymati inteqrallama doyigsonindon asili deyil
b

] foxyd = f flyde = f £0)d6

b b
Xassa 2. Istonilon k odadi iigiin | k fix)dx = k] fix)dx borabarliyi dogrudur
2
Niimuna.

2
lf 3x3dx= 3 1Ix3a’x = x‘i

45
S C VIR A
Q1=

Xassa 3. fvo g funksiyalari [a; b] parcasinda kosilmozdirsa
b

b b
J(fx) = g dx =[ (fxydx = ] g(x)dx
baraberliyi dogrudur.

1 1 1 31
Niimuna. J(ex + x2) dv =] etdx + [xdx =ef 3

1 2
O N NI SR
. (e e ) + 3 e 3
y
Xasso4. a < ¢ < b vo fix) funksiyasi [a; b] y=1x
pargasinda kosilmozdirso . N
c b o
[ flooydx = | fixydx + [ flxydx ola ¢ X
boraborliyi dogrudur

f(x) funksiyasimin [a; b] par¢asinda

ohatoa etdiyi saha iki sahanin comina
barabardtr S Si+ Sz

f(x)dx I fx)dx + J fx)dx
Niimuna.  [jx|dx miioyysngfiteqra
-3
Holli:
L F@=1x]
4 0
7{3 Ix|dx =

3)) +

25
(42 02) __+ 8 —

242



Miisyyan inteqralin xassalori

Xassa 5. Miioyyon inteqralin sorhadlorinin yerini doyisdikds inteqralin isarasi
oksina doyisir.

j fix)dx =— lf fx)dx
Dogrudan da, f S(x)dx =F(b) — F(a)=— (F(a) - F(b) ) =— j Ax)dx

Biz indiys qodoar funksiyanin grafikinin shats etdiyi saho dedikds funksiyanin
manfi olmadig: sortini qeyd edirdik. Bas, funksiyanin grafikinin verilon inter-
valda ohato etdiyi saho hom x oxundan asagida, hom do yuxarida yerlosirso,
iimumi saho miioyyon inteqralin komoyilo ne¢o hesablanmalidir? Bu halda
miioyyan inteqralin yuxarida qeyd olunan xassasindon istifado etmok olar.

Sahs x oxundan yuxarida yerlasir!

b > a sortilo @ < x < b araliginda f{x) > 0 olarsa, f
funksiyasinin qrafiki x oxundan yuxarida yerlosir vo
sahoni ifads edon inteqralin qiymati miisbat olur. g = Ib f)dx > 0

Saha x oxundan asagida yerlosir!

b > a sortilo a < x < b araliginda fix) <0 olarsa,
f funksiyasinin qrafiki x oxundan asagida yerlosir vo
uygun inteqralin qiymoti monfi olur.

Aydindir ki, saho monfi adad ola bilmaz, ona gora do bu b
halda iimumi sahoni hesablayarkon miioyyen inteqralm [ fix)dx <0
miitloq qiymatindon istifads edilir. ‘

S = [ A0 | =~ | o = ! )y

Tutaq ki, [a;c] araliginda f{x) funksiyasinin &,
grafikinin shats etdiyi sahs iki hissadon:
[a;b] parc¢asinda ohato etdiyi Si

sinda ohato etdiyi Sz sahoalorin

b
[a;b] pargasinda [ fix)dx § 0,

[b;c] pargasin X)dx

P — [ fdct| ]

J Ao~ | fiys = J Ao + | ey

olduguna gora

‘.

umumnai saha: S
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Miiayyan inteqralin xassalori

Niimuna. Ronglonmis sahani tapin.

Hoalli: [0; —] pargasinda cos x > 0, [+

pargasinda cos x < 0 oldugundan alariq:

n . 3n
272

s 31[

2
Si+ Sz—fcosxdx Icosxdx—

S=
2
;¥
=sin x |O— sin x |£: (sin % —sin 0) — (sin377t - sin%) =
=(1-0)—(=1-1)=3 (kv.vahid)
b/
Xassa 5. [a;b] pargasinda f{x) = c olarsa, (@0) (bic)
asagldakbl boraborlik dogrudur. S=cdv=cb—a)
[edx=c(b-a) ol % >

Oyronmo tapsiriglar
Miisyyan inteqralin xassalorini totbiq edorak hesablayin.

Y s Y

7 7 7
cos3x cosx dx + I sin3x sinx dx  b) g sin3x cosx dx — | cos3x sinx dx
0

(S i N

a)

c) ? (Inx — 2x)dx —f:(3t2— In f) dt d) jf (xe* —%) dx + :f (1+ te') dt

Hesablayin.

|s1nx1 dx

I\Jl:l'—.cﬂ?l

a) f|2x—5| dx b# —x

2) Verilmis xatlorlo hiid
a)y=x’-5x+4

honftapin.
b)y=4x—-x>vay=0

1) Verilmis bzanin qrafiki ilo absis oxunun hiidudlandirdigi sahoni
hesablayn.

x+ 23x<3 1-x2,x<0
D) A gk x> 3 b e =15 1 4> 0
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Miisyyan inteqralin xassalori

5. Mioyyon inteqralin xassolorindon istifado etmoklo asagidaki
barabarliklorin dogru oldugunu gostarin.

a):fl flx) dx —71]1 fx) dx = 7f flx) dx b)f Ax) dx — f fx) dx = fs Ax) dx

|6. ) y =3 — 9x funksiyasinin grafiki = b) y = sin x funksiyasmn grafiki ilo
ilo absis oxunun hiidudlandirdig1 absis oxunun hiidudlandirdigi rongli

rongli hissonin sahosini tapin. hissonin sahosini tapin.
87 )
X =9x 127 YA
T 101
8
/ \‘_ y=sinx
T | T T
5482190123 46X 0
4
_G-E
-8
-104
=124

|7. F(x)= [ fit)dt olarsa, rongli hissalorin ve-
0

rilmig saholorino goro tapin:

a) F(2); b) F(5); c) E(8).

& a) Sakilda p(x) funks1yas1n1n grafiki verimisdir.
j px)dx =—10 vo j p(x)dx =2 olduguna gora

I p(x)dx inteqralini tapin.
6

b) Sokilds g(x) funksiyasinin grafiki ve

7 7 7
qu(x)dx =-3, 4[ q(x)dx =, |
- —5
olduguna gora [ g(x) on thteqralinin
giymatini tapin. -

Bos~~o| /4 Tx

|9.  c-nin hans: qiym3plorinda:
= ¢ xaotlori ilo hiidudlanmis fiqurun sahosi 4-92

0, x =0, x = 3 xatlori ilo hiidudlanmis fiqurun sahasi
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Miioyyan inteqralin xassalori

m). Uzunmiiddoatli tapsiriq. Ciit vo tok funksiyanin simmetrik parcada
miloyyon inteqrali.

Ciit funksiyanin f{—x) = f{x) barabarliyini 6dadiyi va grafikinin ordinat oxuna
nazoran simmetrik oldugu molumdur. Masalon, f{x) =|x, flx) = cos x,
fix)=x"(n= 2k, ke Z)funksiyalar ciitdiir.

Toak funksiyanin iso f{x) = — f{x) borabarliyini 6dadiyi va grafikinin koordinat
baslangicina nozoron simmetrik oldugu molumdur. Masalon, f(x) = sin x,
fx)=x",(n=2k+ 1, ke Z) funksiyalar tokdir.

Inteqrallama sarhadlori koordinat baslangicina nazaron simmetrik oldugda ciit
va tok funksiyanin miioyyan inteqrali ii¢lin agagidaki boraborliklor dogrudur:

Ciit funksiya: Jq fx)dx =2 f Sx)dx Tok funksiya: [f(x)dx =0
~a 0 -
v A A
Jx) E
R a
R R -a 0O X
- 5 e Jx)

Ciit vo ya tok funksiyanin xassosindon istifado etmoklo hesablayin:

2 /2
a) [ (x*— 2x%)dx b) [ (cos x— 4 sin®x)dx
-2 -n/2
2 2 2 2 2 xS 2 64
a —23)dx = ) [(Bdx=2 |x*dx -2 |X3dx=2 | =
) [2(x4 23%)dx Lx“dx 27I2x x 2OI [2 517
0
2 /2 /2 2
b) [(cos x— 4 sin’x)dx = [ cosxdx — Ry s 2 [cosxdx=
—/2 — 0
/2 y
:251nx|0 =2(1-0) =
Asagidaki tapsirigla il yetirt
1. Tok vo clit palarin Wromaosinin tok vo ya ciit olmasi haqqinda yazin.
2. Intgqralalt: tok vo ya ciit olmasina goro miioyyan inteqrali

sinx dx C)jgx3 dx d)f(1—|x1)dx

-
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9yrilorls hiildudlanmis fiqurun sahasi

Tutaq ki, f'vo g funksiyalarinin grafiklori ilo hiidudlanmis fiqurun sahasinin
tapilmasi talab olunur. Sakilds gdstarilmis S2 sahasindon Si sahasini ¢ixmagqla
tolob olunan S sahosini tapa bilorik. Hor bir sahoni iso uygun funksiyanin
verilon araligdaki miiayyan inteqrali kimi hesablamaq olar.

a b x

b b b
S =[fixydx— [g(x)dx So=[ fix) dx
: S> ; S '

Bu fikirlori agagidaki kimi imumilagdirmak olar.
fva g funksiyalar [a;b] pargasinda kosilmoz olduqda ¥ 1} [fix) — g(x)] dx
vo bu pargada f{x) > g(x) sorti odonarso (yoni, f{x)-in )
grafiki bitiinliiklo g(x)-in grafikindon yuxarida
yerlagarsa), f(x), g(x) funksiyalarinin qrafiklori vo
x = a, x = b diiz xotlori ilo hiidudlanmis  sahani
miioyyan inteqralla

b
S = J [fx) — g(x)] dx kimi ifads etmak olar.

Funksiyalarin qrafiklorinin ortaq noqtasi yoxdur.
Niimuna 1. f{x) = x> + 2 vo g(x) = —x funksiyalarinin gqrafiklori vo x = 0,
x=1diz XQﬂSI‘l ilo hududlanmls sahoni tapin.

Holli: g - j [fx) — g(x)] dx = I [(x*+2) = (—x)]dx =

Funksiyalarin grafiklori ik
Numuna 2 y= 2x — lva y™=
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9yrilorls hiidudlanmis fiqurun sahasi

Funksiyalarin grafiklorinin ikidan c¢ox sayda kasismd noqtasi var.
Y

Niimuna 3. f(x) = 3x* —x>— 10x vo g(x) =—x>+2x
funksiyalarinin grafiklori ilo hiidudlanmis sahoni he-
sablaym.

Holli: Funksiyalarin grafiklorinin kasisma noqtalorinin
absislorini tapag.

383 —x2—10x=—x+ 2x 2. 88
3x3—-12x=0 210+ &0 =42y
3x(x>—4)=0 fx)= 30 —x2— 10x
x=0,x=2,x=-2.

Demali, grafiklor absislori —2; 0; 2 olan ndqtolords kasisirlor.

Funksiyalarin grafiklorindon do goriindiiyti kimi, axtarilan saho [-2;0]

parcasinda vo [0;2] par¢asinda grafiklorlo hiidudlanan saholorin comino
borabordir.

[-2;0] araliginda f{x) > g(x), [0;2] araliginda iso g(x) > f(x) oldugundan
(funksiyalarin forqinin inteqralin1 yazarkon bunlar nozors alinir):

8= f [flx) = g)] dx + [ [80) = fl)] dx =

0 2
=[(3x* — 12x) dx + [(-3x3 + 12x) dx =
-2 0
o _

4
=y 6] (B sy ’= - (12724 (12024)=24
-2 0

2
! Tolob olunan sahoni [1fix) — g(x)| dx  ifteqralgna goro do hesablayin.
Hansi noticoni aldmiz?

Niimuna 4. Moktobin gonc bunun {izvlori avtomobilin
mithorrikini tokmillogdiror

olar

a) Necanci ildo b

atacaq?

b) Bu mii o onlarin atmosfers verdiklori ¢irkli zorrociklorin timumi say1

arasindaki forq na qodor olacaq?
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9yrilarls hiidudlanmis fiqurun sahasi

Halli: a) Tullant1 zorrociklorin say1 E(7) = C(f) 6dondiyi ildo barabar olacaqdir:

20=9+7
£=9, t=3, t=-3.

Illorin say1 monfi adad ola bilmoz, demoli, ¢ = —3 hallini nozorden atiriq.
Istifadonin 3-cii ilindo yeni miiharrik do avvalki godor ¢irkli tullant1 veracok.

b) Tullantilarin imumi miqdarindak: forq bu funk- YA
siyalarin [0;3] aralifinda ohato etdiklori saholorin 18k
forqina barabardir. ()

3 3

[[C(H) — E@®] dx=[(9 + £) — 2] dx = ? B0

0 0

—

3 tz 3 . O 1 2 3 t
=[(9—~) dx=(9t— ) )| =27 —9=18 (milyard zarracik)
0 0

(")yranma tapsiriqlari
|1. Verilmis xatlorlo hiidudlanmis sahoni hesablaymn. Qrafik tosvir edin.
) f()=x+ 1, gx)=x,x=—1,x=2
b) /() =1-x% gx)=x+2,x=-2,x=2
O f(x)=x%gx)=1,x=2,x=3
d)f(x) =4, gx)=x,x=0,x=4

|2.  Rongli sahoni hesablayin.

a) b) c)

_ _X
y=22+41, y=5 x4 S ()= 4x—x%, g (x) = x*—6x -8

x=0,x=1
f'()f)=9*(%)2
Yy
{
Tt
e
\ L
\ M Al
) [N -
o [T
\ /|
¥ afl ]
S 1] -10/
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9yrilarls hiidudlanmis fiqurun sahasi

|i Ronglonmis sahani hesablayin.
a) f(x)=x+3x>-9x— 12 b) fix)=cosxvay=0,5 0<x<mw

4.

gx)=4x+3

Verilmis xotlorlo hiidudlanmis sahoni grafik tosvir edin vo hesablayin.

) y=x2+1,y=2x,x=—1 b)y=x,y=0,x=4
)y=xy=-x,x=2 dyy=e,y=1,x=2
Funksiyalarin grafiklori ilo hiidudlanmis sahoni hesablayin.
a) y=x2—2vay=2 b) y= 2x—x*voy=-3
)y=2x—x*voy=x d)y=-x+6xvoy=—x?

Funksiyalarin qrafiklorini verilmis parcada qurun, hiidudlandirdiglar
sahani hesablayin.

a)y=x’voy=x?-2x, xe [-1;1]
b)y=x>+1voy=x+3, xe [-1; 3]
c)y=\/;vey=1 xe [0; 4]
d) y=sinxvoy= cosx, xe [0; m]

Funksiyalarin gqrafiklorini qurun, hiidudlandirdiglar: sahani hesablayin.
a)y=xLy=2-x,y=0 oy=ey=e,y=e”"

b)y:x3’y:2_x,y20 C) :;’y:e

Topolori  (2;-3), (4; 6), ¢&_1) Mgt
miioyyan inteqralin komoyi mn.

iicbucagin sahosini

b)yy=x*-3xvoy+2x=0
¥y
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9yrilarls hiildudlanmis fiqurun sahasi

|10,

|12.

Oylonca parkinda x sayda bilet satildigi anda C'(x) = 1000e™ + 5
funksiyas1 marjinal maya doyarini (xorclori) gostorir vo C(0) = 0. Bu
halda R’(x) = 60 — 0,1x marjinal galir funksiyasini1 gostorir vo R(0) = 0.
Monfootin iimumi golirlo maya doyarinin forqi, yoni P(x) = R(x) — C(x)
oldugunu bilorok 550 bilet satildiqda aylonce parkindan oaldo olunan
goliri hesablayin. Bu grafiklorin kosisma ndqtalorini miioyyan etmok
iiclin kalkulyatordan istifads edin.

Sirkatin x sayda telefon istehsalina sorf etdiyi xorclor

C(x) = 0,01x* — 3x + 229, goliri iso R(x) = 429 — 2x funksiyalar1 ilo
modellagdirilir. Bu funksiyalarin qrafiklori vo x = 0 diiz xatti arasinda qalan
sahani hesablayin. Bu sahonin qiymatini real situasiyaya uygun izah edin.

Layiha isi. Miiayyon inteqral vo miistavi fiqurlarin sahasi

® Mosalolori miioyyen inteqralin kdmayils hall edin.
e Isbatlar1 hondosi iisullarin komoayilo do yazib gostarin.
e Inteqrallamanin kdmayilo isbat edilo bilon daha iki masalo fikirlosin.

1) Verilon iigbucaqlara gora ligbucagin sahasinin oturacagi ilo hiindiirliyii
hasilinin yarisina borabar oldugunu xatlorle hiidudlanmis sahani miioyyen-
etmo qaydasindan istifado etmokls isbat edin.

a) Diizbucaqh iicbucaq. Gostoris: y = f(x)
funksiyasinin y = kx + b diiz xottin tonliyi ilo ifado
olundugunu nazors alaraq f funksiyasini miioyyan
edin.

b) Ixtiyari iicbucaq. Ugbucagin torofl
saxlayan diiz xotlorin tonlilglorini
yazib izah edin.

(b; C)

o0l0:0 @0

_ 2
2) Goy rongl nin sa@esini y = \x funksi-
m veril a ohato etdiyi sahodon !
Sin sahdsini ¢ixmagqla tapin.
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Miiayyan inteqral va firlanmadan alinan fiqurlarin hacmi

Bildiyimiz kimi saho miistovi fiqurlarin adoadi dlgtistidiir.
Hocm iso foza cisimlorinin ododi Olgiistidiir. Bir sira

miioyyon edilmisdir. Masoalon, diizbucaqli paralelepipedin
hacminin V=abc, piramidanin hacminin V = 3 Soth , silin-

drin hacminin V = wr?h, kiiranin hacminin V = 3 773, konusun hacminin

V=4 oldugunu bilirik.

Cisimlorin hacminin hesablanmasinin miixtalif tisullart vardir. Onlardan
biri dilimloma tisuludur (kasiklari toplama). Bu tisulla Kavalyeri prinsi-
pindon tanisiq. Bu tisulla hom kasiklori doyismoyon, masolon, silindr
kimi, hom do kosiklori doyison, masolon, piramida kimi fiqurlarin
hocmlorini tapmagq olar.

YA

eyni kasikli

miixtalif kasikli

Hor bir dilimin hacmini hesablayib onlar1 toplamagqla fiqurun hocmini tap-
magq olar. Tutaq ki, S(x;), x; ndqtesindon keg i

ogor fiqur i = 1,2,3,... sayda dilima boliinqgso Wo
Ax, oturacaginin sahasi S(x;) olarsa, fiqurufgho€i
(Vi) comi kimi ifads etmok :

~ S(Xi

Inteqralin torifino g& fiqurun@®hocmi asagidaki kimi hesablanar:

ir dilimin hiindirliyt
dilimlarin hacmlori

S(xi)Ax = fS(x)dx,

=

V= f S(x)dx
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Miiayyan inteqral va firlanmadan alinan fiqurlarin hacmi

Dilimloms {isulu ilo fiqurlarin hacmini hesablamaq tiglin asagidaki
addimlar1 yerina yetirmok lazimdir.

1. Uygun sakil ¢akilir, en kasiyininin (dilimin) formas1 miioyyaon edilir
2. En kasiyin sahasi miioyyon doyisonin funksiyasi kimi yazilir.

3. Bu funksiyanin verilon parcada miisyyon inteqralt yazilir vo hacm
hesablanir.

Niimuna 1. Oturacaginin torafi a, hiindiirliiyii /# olan diizglin dérdbucaql
piramidanin hacm diisturunu dilimloms tisulu ilo miioyyan edin.

h
‘—x;i/
-

1) Verilon piramidanin oturacaga paralel istonilon miistovi ilo kosiyi do
kvadratdir.

2) Topadon x masafods kegirilon miistovi ilo kasiyin sahasini S(x) ilo isars edok.
Alinmis piramidalarin oxsarligindan

_Sc(lf) = (%)2 miinasibatini aliriq.

ax
Buradan: S(x) = (T)2

3) Piramidanin hacmi:

h h ax h 2 ¥ h e
\ :J S(x)dx = K)T)de: (%)2 szdx =3 = 3 A

0

Firlanmadan alinan dairavi en kasikli faza fiqu vd onlarin hacmi.

Miistovi fiqurun hor hansi oxg®strafi
fiquru alinir.

Sokildoki fiqur flx) funk8yasin
hissosinin x oxu otra

n sokildoki kimi foza

arcasinda ohato etdiyi miistovi
n alinmigdir.

Y
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Miiayyan inteqral va firlanmadan alinan fiqurlarin hacmi

Firlanmadan aliman cismin hacmini miisyysn etmok f{i¢iin basqa bir
niimunays baxagq.

1= ftx), f(x) 2 0

Sokildaki firlanma cismi f{x) funksiyasi qrafikinin [a; b] parcasinda hiidud-
landirdig1 miistovi hissonin x oxu otrafinda firlanmasindan alinmisdir.

[a; b] pargasini eyniuzunluqlu kigik A x parcalarina bdlsak, fiqurun hacmini
sonsuz kig¢ik silindrlorin hacmlari comi kimi toxmin etmok olar. Har bir
kicik silindrin hacmini t[(f{x)]*?Ax kimi ifads etmok miimkiin oldugundan
firlanmadan alinan fiqurun hacmi

b
V=l (fl)d

diisturu ilo hesablanacaqdir

Niimuns 2. f{x) = x?> + 1 funksiyasinin [-1; 2] parca-

sinda ohato etdiyi fiqurun x oxu otrafinda firlanma-
sindan alinan cismin hocminini hesablayin.

Firlanma fiqurunun hocm diisturuna gors axtarilan
fiqurun hacmi

2 2
V= n{ (24 1)2dx = mf(x*+ 222+ 1
- -1

s

Y flx)y=x2—dx+5
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Miisyyan inteqral va firlanmadan alinan fiqurlarin hacmi

Niimuno 3. Oturacaginin radiusu r, hiindiirliiyii # olan konusun hacmini tapin.

f(x)= % x oldugundan, . P
h 5 .
V=1 ({(F—; Ydx = _ .
2
= ,;2223 O 7U’3h olar.  Konusun hacmi: V = T%

Oyranmos tapsiriqlar

|L Funksiya grafikinin verilon parcada shato etdiyi miistovi hissasinin x oxu
otrafinda firlanmasindan alinan cismin hocmini hesablayin.

00 =%+ 1, [03] b)) =~ [1:4]

[\

) flx) =x, [0:1]

|_. Rangli hissonin x oxu etraWa filgnmasiads
edin vo hacmini hesablayln\

(1; 1)
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Miisyyan inteqral va firlanmadan alinan fiqurlarin hacmi

& Verilon xotlorlo hiidudlanmig fiqurun absis oxu otrafinda firlanmasindan
alian cismin hacmini hesablayn.

Dy=5y=0x=1,x=3 6)y=¢,y=0,x=-2,x=5
2)y=x,y=0,x=0,x=2 7)y=x,y=x
y=x+1,y=0,x=0,x=2 8 y=2-x%y=1

1
Hy="7r=0x=1x=3 Ny=xy=x
5 y=y=0,x=1,x=4 10)y=x+3,y=2,x=0,x=4

|i Verilmis xatlorlo hiidudlanmis miistovi fiqurun x oxu otrafinda firlan-
masindan alinan cismin hocmini tapin.
a)y=2\x,y=0,x=3,x=7 b)y= y=x

YA

Ii a)y:\/Rz_xz (_RS‘XﬁR) Vo b)y:\/R2_x2’ R_HSxSRayZOVQ

y = 0 xatlori ilo hiidudlanmis x=R <R) xatlori ilo hiidud-
miistovi fiqurun x oxu otrafinda 1 vi fiqurun x oxu
firlanmasindan alinan kiirggin otrafin masindan alinan kiira
hocm diisturunu ¢ixarin. qm@atinin hocm diisturunu ¢ixarin.

J’4\
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Miisyyan inteqral va firlanmadan alinan fiqurlarin hacmi

l6.

a)y=x*+2, y=(x—2)* funksiyalarmin
grafiklori vo koordinat oxlari ilo ohato edil-
mis rongli hissenin x oxu otrafinda firlan-
masindan alman foza fiqurunun hocmini
tapin. Gostaris. Hocmi [0;0,5] vo [0,5;2]
araliglar1 lizro olmagqla iki inteqralin comi
kimi hesablayn.

b) y = 6 vo y = x>+ 2 funksiyalarinin "t

grafiklori vo ordinat oxu ilo ohato edilmis 6 y=6 P
miistovi hissasinin x oxu otrafinda firlan- U
masindan alan foza fiqurunun hocmini |

tapin. Gostaris. Hocmi iki inteqralin forqi . _
kimi hesablayin. 1 2 X

Uzunmiiddatli tapsiriq. 1) Misirdo yerloson Boyiik Giza Piramidasinin
olgtilari fitlo (feet) sokildo verildiyi kimidir. Bu verilonlora gére piramidanin
hacmini miioyyan inteqralin kdmayilo hesablayin..

A 150

Tapsirigr yerino yetirmoys Nimuno | @@psigli yenidon yazib hall

etmokdon baglayin.

2) Diizglin piramidanin qfura 1n tokfi 5 n, hiindiirliiyii 3 m-dir. Olgiilori
bu ol¢iilerin yarisi qod8r olant midanin hacmi bu piramidadan necs
forqlonacok?

ikulyar kosiklori iso ligbucaq soklindoadir. Damin otura-
caqlmin olgiilori 1m % 2m, tigbucagin oturacagi 1 m,
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Umumilagdirici tapsiriglar

1.

2.

Inteqrallama qaydalarini totbiq etmoklo ibtidai funksiyan1 tapin.

D =tx-2r D =0-47 O =5

Inteqrallar tapin.

a) J(x + x)? dx b)j XT; dx ¢) [(cosd + sin) 4O

3 3 5 5
{ fx)dx =5, { g(x)dx =-2, { fx)dx =2, lg(x)dx =1 oldugu malumdur.

Verilonlora gors tolob olunan inteqrallar: tapin.

a) [[A0+ g@ldr b [[5A00) - 3g()ldx o) [ [2A(x) - 3g(x)]d

f(t) osas dovrii 2-ya borabar olan tok funksiya vo y

1
Of Sx)dx =% olduguna gors asagidakilari miioyyon

edin.
) (e D [wae O [od D [Aod

Miioyyan inteqrallart hesablayin.
2
) [ (@ -2+ 4x) dx b) j(x99+ 1) c) j(x ) dx
-1
Verilon xatlorlo hiidudlanngs ﬁq finda firlanmasindan
alinan cismin hacmini hesa
a)y=sinx,y=0, 0<

Roangli hissal erilmi§jgahoslorine goro
inteqrali hesa

2) [ /Rudx )jf(x)dx c)jf(x)dx

0
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Umumilasdirici tapsiriglar

|8. Hondosi monasina asaslanaraq verilmis inteqrali hesablaymn.

J@=5-V-(-47

m, Qrafiklor arasinda qalan rongli sahoni hesablayn.

|12.

Sx) = x*—8x3 + 18x%, g(x)=x+ 28

. Avtomobillarin harakati. Qrafikds isiqforun isarasi ilo horokoto baslayan

avtomobillorin siiratlorinin (m/san) zamandan asililiglart verilmisdir. A
avtomobili horakato daha boylik siiratls baslayir.

a) A avtomobili ilk 2 saniyads ns qador 3

B avtomobili

turlardan istifada edin. ’

b) B avtomobili toxmi
avtomobilins ¢atar?

05 1 152 25 3 35 yaman

Vo-8 porabar oldugunu bilarak, x(#)-nin diisturunu yazin.
Bural tonla, 7 saniys ilo, v <% ilo, m iso kilogramla dlgiilir.
a) F(?) Ot, to=1,vo=4,x0=-5, m=3

b) F(r)=14sint, to=m,vo=2,x0=3,m="7
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) Statistika vo ehtimal

e Statistik gostaricilor

* Molumatin paylanma formalar:
* Normal paylanma

* Qutu vo qulp diagqram

¢ Tosadiifi hadisalor vo ehtimal

* Sorti ehtimal

Riyazi liigat
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Statistik gostaricilor

Dispersiya. Standart meyl

Indiya godor statistik molumati analiz etmok iiciin adadi orta, moda, median kimi
gostoricilordon istifado edirdik.

e Ododi orta biitiin molumatin qiymatlori istifade olunmagqla tapilir.

- Konaragixmalar onun gqiymatina tosir gostardiyinden kiilliyyat haqqinda yanlis
noticolors gatirs bilor.

e Median artan sirada diiziilmiis molumatin ortadaki qiymatidir.

- Median moalumat iki yarimhissays - agsag1 vo yuxart yarimhissolora ayirir.

- Konaragixmalarim moévcud oldugu ¢oxlugda daha etibarli statistik gdstoricidir.
- Mohdud sayda molumatin analizi ii¢lin yararlhidir.

e Moda kiilliyyat {igiin xarakterik molumati miisyyon edir.

- ©dadi orta haqqinda fikir yliriitmoys imkan verir

- Kateqorial molumatin (gender, rong v9 s.) analizi {i¢iin daha slverislidir.

- Molumatin birdon ¢ox modasi ola bilor vo ya modasi olmaya bilor.

Statistik molumatlara gors daha diizgiin naticalor ¢ixarmagq iigiin onlar1 xarakterizo
edon meyl, dispersiya, standart meyl kimi gostoricilordon istifado edilir.

Meyl odadi orta ilo hor hans1 malumatin forqins deyilir: Xmey = x — X,
burada x verilon malumatin adadi qiymotini, x odadi ortani ifads edir.

Dispersiya meyllorin kvadratlari cominin malumatin qiymatlori sayima nisbatine
deyilir va 6?ilo isars olunur.

)2
G2 = 2 x—x) , burada n molumatin qiymotlorinin sayidir.
n

Standart meyl dispersiyanin kvadrat kokiine deyilir vo adston o - “sigma”
horfi ilo isars edilir:
o=

Standart meyl molumatin paylanmasini xaraktes
gostoricidir.

y edon mithim statistik

masint gostorir.

¥ Moalumatin giymatlori bir-bjrin
bir o qodar bdyiik olar.

dor yaxin olarsa, standart meyl bir o
olumat ododi ortanin otrafinda sixlagmis olarsa,

NiimunoS8irkotds t8adiifi se¢ilon 10 iscinin hoftolik maas1 asagidaki kimidir:
120™, 160 57, 110", 80™,220™, 150™, 300", 95™. Bu molumat ti¢iin
meyl, dispers¥wa vo standart meyli hesablayin va situasiyaya uygun izah edin.
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Statistik gostaricilor

Holli: 1. Maaslara uygun codval qurag.

2. Odadi ortani hesablayaq: x = 1400 : 10 =140

3. Hor maas moblogindon adadi orta ¢ixilmagqla
onun adadi ortadan meyli tapilir.

Masalon, 120 —140 = -20, bu soxsin maasi orta
hoftolik maasdan 20 ™ azdir. Cadvalo hor maas
iiclin meyli (x — x) gostoran siitun alavo edok.
Ayri-ayrt molumatlarin meyllori comi sifira
barabardir. Bu homiso beladir vo yeni molumat
vermir. Ona gore meyllorin kvadratlart comin-
don istifads edilir.

4. Hor bir (x; — x)?-n1 hesablayib cadvalds yeni
stitunda geyd edok vo Y (x;—x)? comini tapaq:

Y (x—x )2 = 43150.

Dispersiyam1 hesablamaq tigiin tapdigimiz
comi, malumatin z sayma (n = 10) bolok:
(i~ xF 43150

2:—2— =
o - o — 4315

Maas Meyl: Kvadrati:
Xi (xi— X) (i — Xx)?
Ododi orta  x = %: 140
120 =20 400
160 20 400
90 =50 2500
175 35 1225
110 -30 900
80 -60 3600
220 80 6400
150 10 100
300 160 25600
95 —-45 2025
Com: Com: Com:
Yxi= 1400 [Y 0 —x) 2 (x: —x)?=
=0 =43150

5. Maaglarin standart meylini tapmagq tigiin dispersiyanin kvadrat kokiinii

almaq lazimdr.

6 =Vo? = V4315 = 65,69

Izah: Standart meylo géro maaslarin doyismosini qiymotlondirmok olar. Mose-
lon, 300 manat maas alan soxs hoftolik orta maasdan (140 manat) 2 standart
meyldon (2x65) ds ¢ox artiq maag alir. 90 manat hoftolik maas alan soxs iso
hoaftolik orta maasdan toqribon bir standart meyl (65) qodor az maas alir.

Molumatin histoqram, tezlik poliqonu ilo togdim formalarina goro standart

meyl haqqinda fikir yiirtitmoak olar.
Asagidaki niimunalori nazordon kegirak.

Qiymotlar

123456789

Qiymatlor

Hor rtanin borabor olmasina baxmayaraq, standart meyl
miixtolMidir. 1-ci rafikdo standart meyl 0-dir. Biitiin 8 molumatin qiymati 5-
dir. 2-ci i molumata goro standart meyl 3-cii qrafikdokino nozoron

daha kigikdir, ¢iinki molumatlar adadi ortanin otrafinda sixlagsmigdir.
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Statistik gostaricilor

Niimuna. Qruplasmis molumatin standart |50 giin orzinde bir
meylinin tapilmasi. Cadvoldo 50 giin orzindo  |sinifds giindslik dors bu-
bir sinifds glindalik dors buraxan sagirdlorin say1  |raxan sagirdlorin say1

verilmigdir. Standart meyli hesablayin.

1 31 1 11
5 0 1 2 21
Holli: 0 1 1 0 0 O
1. ©Ovvoalco molumati giindslik dors buraxan 36 2 3 0 1
sagirdlorin sayina gora qruplasdiraq va tezlik 13 0 3 1 1
cadvalinds geyd edok. Masolon, heg kosin dors 1 6 0 1 3
buraxmadig1 giinlorin say1 10, 1 sagirdin dors 4 1. 1 66 1
buraxdigi giinlorin say1 19 vo s. ; 42 2030
Cadvoldon aldigimiz molumata gors adadi ortani tapagq.
Xi| fi | xfi
g I A1 S o 10 [ 0
" U 1l o119 | 19
2 7 14
2. Hor bir molumatin : 30 7 21
a) odadi orta qiymotdon meyli tapilir: (x;—x ) 4 2 8
b) kvadrata yiiksaldilir: (x; — x )? 5 1 5
¢) alinan natica saya vurulur, comlanir vo n -0 boliinorok [6 | 4 24
kvadrat koki alinir. 2=50] > =91
- ,Z(xz—f)zﬁ \/@Zl 7 Xi—x | @i—x)? | (i—x)¥
C=N—— = 50 ’ -1,8 3,24 32,40
0,8 0,64 12,16
02 0,04 0,28
Goriindilyli  kimi, giindolik dorso golmoy, > i:gj 19(?’6%8
usaqlarin say1 standart meylls 1,71, orta 10,24 10,24
1,8-dir. 17,64 70,56
Y = 145,40
Kalkulyatordan istifado. Statisti toricttori hesablamaq tigiin kalkulyatoru
statistik is rejimino k lazim: tatistik kalkulyatorlarin ododi ortani
(x) , dispersiya meyli (o) hesablamagq ti¢iin uygun klavislori

vardir. Masals h ani1 bWl kalkulyatorlarin gostorilon

X2 >x? |on | [Oni| Klavislorindon istifado edin.
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Statistik gostaricilor

|L Ovvalca yazili hesablama aparmadan qrafiklors gors standart meyli toxmin

edin. Sonra hesablamalarla toxminlorinizi yoxlayin. n kiilliyyata daxil olan
molumatlarin sayini, x odadi ortan1 gostorir.

A
L. 2. 3. A
74— n=28 74 n=8
64— x=4 64 x=4
Y
=< =< 4 = 4
= = . =
5 S 3 S 3
= = 2 = 2
1 14
01234567 01234567 01234567
Mbslumatin qiymati Mbslumatin qiymati Molumatin qiymati

|2. Hor iki grafiklo verilmis melumatin adadi ortasi 50-dir. Lakin birinin stan-

dart meyli 2,2, digorininki iso 6,8-dir. Hans1 standart meyl hansi qrafiko
aiddir?

A
D ) b,

15
10

Tezlik

5

42 45 48 51 54 57 60
Mbslumat

42 45 48 51 54 57 60
Mbslumat

Verilon molumata goro tapsiriglari yerino yetirin.

100; 200; 300; 400; 500; 600; 700; 800; 900; 1000;

a) Odadi orta (X) vo standart meyli (o) tapin.

b) Hor bir molumatin qiymatini 10-a vurun. Yeni molumatlar ti¢lin ododi
orta (X) vo standart meyli (o) tapin.

¢) Hor bir molumatin qiymatini 10-a boliin. x vo o-n1 tapin

d) Naticalar haqqinda fikirlorinizi miizakirs edi
g0ra odadi ortanin voziyyati qiymotlondir
olmadigini izah edin.

andart meylin qiymatino
@idiizgiin gostorici olub-

SAT (Scholastic Aptitude ( i imtahan veranlor arasindan

Qizlarm SAT ballart
a) Hor bir m t qrup
meyli tapin.

ticoni re

6; 965;9¥41; 1053; 1056; 1393; 1312; 1222
liciin on boylik forqi, diispersiyani vo standart

situasiyaya uygun izah edin.

On mo tin daxil oldugu els adadi ¢oxluq yazin ki, odadi orta 10,
standart meyl toxminon 3 olsun.
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Statistik gostaricilor

|i Sokildoki dairovi diagramda 2016-c1 ildo Baki gohori iizro orta moktob
sagirdlorinin rayonlar {izro paylanmasi gostorilmisdir.

Xoazoar 10 %

Binogadi 13%

Noarimanov 6%

Nosimi 6%
Xotail2 % Nizami 8%
. Pirallahi 1%
Suraxani11% Qaradag 7%
Sabail 4%

Yasamal 7%

Moanba. Azarbaycan Respublikasi Tahsil Nazirliyi.
[llik hesabat - 2016

a) Bu molumata gors adadi ortani, an boyiik forqi, dispersiyani vo standart
meyli tapin.

b) ©On boyiik standart meyl hans1 rayona moxsusdur?

¢) Molumati histoqramla togdim edin.

d) Molumata gora Sabuncu rayonunda tohsil alanlarin say1 59088 nafordir. Baki
soharindo tohsil alanlarin imumi sayini tapin.

|l Molumatlara uygun on bdyiik forqi, adadi ortani, dispersiyani vo standart
meyli tapin.
a)l110 1178116467
b) 131513 171813 1514132020 1823

|§ Verilon moalumat iki sirkotdon tosadiifi s
a) On boylik forqi, ododi ortani, digpersi
b) Noticoalori real hoyati si

in maasini aks etdirir.
meyli tapin.

Sirkot A: 220 2658290
Sirkat B: 21 200 2

3509230 280 310 180
60 270 240 250 220

iz iki yOtdon toklif almisiniz. Birinds sizo baglangic ola-
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Mbslumatin paylanma formalari

Tezliyin paylanma soklino gora uygun qrafik formalar (histogram va ya tezlik
poliqounu) simmetrik vo ya asimmetrik ola bilar.
1. Normal paylanma 2. Saga ayilmis paylanma. 3. Sola ayilmis paylanma.

Miisbat paylanma Mantfi paylanma
flf[h. f
Odadi orta X X

Moda Moda edian Odedi orta Odadi orta e dian Moda
Median

Miisbot oyilmo ~ Manfi ayilmo

i = HE Ny
mod. 2.0. 2.0. mod.
med.

Y

2.0.
med.
mod

Masalan, yeni dogulan korpalarin boyu vo ya kiitlosi hagqinda molumatlar
normal paylanmaya nlimunslordir.
Normal paylanma formasini bir qador otrafli nozordon kegirok.

Normal paylanma

¢ Normal paylanma ayrisi adadi ortaya nozoron simmetrik olur

¢ Normal paylanmada adadi orta, median, moda barabar olur

¢ Normal paylanmanin grafiki adodi orta (x) va standart meyls (o )gors qurulur.
¢ Normal paylanma oasasan ii¢ standart meyl otrafindaki molumatlari oks etdirir.

f

med.

Tezlik

8d9d.1 orta Ododi orta,

maksimumu median,

gostarir moda
eynidir

i i T
x+o x+26 x+3c

36 x-26 x-6 x

Norma¥paylanmaya 68—95-99 qaydasi ilo paylanma da deyilir.
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Normal paylanma

Normal paylanmanin qrafiki ododi orta-
nin qiymotindon asili olaraq saga vo ya
sola yer doyisir. ©dadi ortanin eyni
qiymatindo standart meylin doyismasi ilo
grafik sixilir vo ya dartilir. Masolon, so-
kildo gostorilon B grafikine uygun adodi .
orta A grafikino uygun ododi ortadan 2 Qiymot
boytikdiir, standart meyllor iso eynidir. B vo C grafiklorins gors har ikisindo
odadi orta eynidir, standart meyl iso C -do daha boytikdiir.
Niimunoa. Hor hans1 X kiilliyyatina uygun normal paylanmada adadi orta 40,
standart meyl 5-dir. Bu kiilliyyata daxil olan giymatlorin nega faizi:
a) 45-don kigikdir; b) 30 ilo 45 arasindadir?
Holli: Sorto goro x =40, 6 = 5. Ododi

. 0,15%2, 35%13 5%34% 34% 13,5%2,35%0,15%
orta vo standart meylo géro molumat- : : :
lar1 x oxu {izorinds qeyd edok vo nor- : \ i
mal paylanma oyrisini ¢okok. Hor : G
intervala uygun faizlori qeyd edok. \\
Artiq normal paylanmanin qrafikino 2; 30 35 2045 50 S5 Tx
goro suallara cavab vero bilorik.
a) Bu kiilliyyata daxil olan qiymatlorin 45-don kigik olanlarl toxminon
34% + 34% +13,5%+2,35% + 0,15% = 84% toskil edir.
b) 30 odadi ortadan 26 gador solda, 45 iso o qodor sagdadir.
30 vo 45 arasinda yerloson ododlor 34% + 34% + 13,5% = 81,5% toskil edir.
Oyranma tapsiriglar

Tezlik

|L Sokilds ornitologlarin eyni név quslarin yumurtalarin kiitlolorini 6lgma
naticalorinin normal paylanma qrafiki gostorilmisdir. Yumurtalarin orta
kiitlosi x = 43,86 (qram), standart meyli ¢ = 0,77(qram) kimidir. Qrafikdo
ronglonmis hissoys aid malumati togdim edi
0,15% 2,35%§ 13,5%5 34% l 34% |

4,63 4540 46,17\itlo, q
rmal paylanmada ododi orta 72 (bal), standart

1 standart meyl otrafinda yerlosonlori,
2 standart meyl otrafinda yerlosonlori;

2) Normal paylanmaya uygun ayrini ¢okin. Hor intervali faizlo gostorin.
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Normal paylanma

|i 1) Hans1 normal paylanmada standart meyl on boylik, hansinda on kigikdir?

2) 30 b) 30 9 39
20 20 20
-~
= 10 = 10 = 10
B © 3 [N
= 0 0 = 0
25 25 25
Qiymat Qiymot Qiymat

2) Har situasiyaya bir grafik uygundur. Uygunlugu miioyyon edin:
a) Bir qutu ¢ayin haqiqi kiitlosi
b) Azarbaycanda 16 yash gonclorin illik goliri

¢) Summativ qiymotlondirmods sagirdlorin naticolori
1) 2) 3)

AN

T 1 1 1 1 —r 1 1 1T 1 T 1 1 1 1
|i Normal paylanma ayrilarini eyni koordinat sisteminds qurun. Bu grafiklorin
oxsar vo forqli cohatlorini izah edin.

a) odadi orta 50, standart meyl 10 b) odadi orta 50, standart meyl 5
odadi orta 50, standart meyl 20 odadi orta 40, standart meyl 5

|i Bir qutu sironin hocminin doyismosi normal paylanmaya uygundur.
Yoxlamalar gostormisdir ki, A sirkatinin istehsal etdiyi mohsulda orta hocm
378 ml, standart meyl 1 ml, B sirkotino aid mohsulda iso orta hacm yeno
378 ml olmagq]la, standart meyl 3 ml-dir. Hor iki mohsulun iizorindo hocmi
375 ml yazilmisdir
a) Hor bir sirkotdo mohsulun ne¢o faizi 375 va ondan az tutuma
uygundur?
b) Hor bir sirkotde mohsuluheco
tuma uygundur?
c) Asagidaki sokilda 9 oting)aid normal paylanma qrafiklori
verilmisdir. Rongligahofiin oks iyl molumati togdim edin.

0Xx, 382 ml-don az tu-

B sirkoti

318 381 384 387

x 369 372 375 378 381 384 387
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Normal paylanma

|i Sokilde gostarilon normal paylanma
1800 goncin ol-goz reaksiya vaxtini
gdstorir. Umumi naticalora gora tartib
edilmis normal paylanmada adodi orta  0,5%
0,35 saniyo, standart meyl 0,05 sani-

yadir.

' 34%134%

70,13,5% | 13,5%5%
02 025 03 035 04 045 0,5

a) Toxminan test edilon ne¢ad noforin reaksiya vaxti 0,25-10 0,45 saniyo ara-

sindadir?

b) Tesadiifi bir gonc secilso, onun ol-goz reksiya vaxtinin 0,4 saniyadon
cox olanlar arasindan olma ehtimali na qoadordir?
|l Imtahan naticolori normal paylanma ilo toqdim edilmisdir. Noticolora gora

adadi orta 70,

standart meyl 4,5-dir. Imtahanda 360 nafar istirak etmisdir.

1) Tesadiifi bir nofar secilss, onun:

a) 65-80 intervalinda bal toplayanlar arasindan olmas1 ehtimalin;
b) 75-don az olmayan bal toplayanlar arasindan olmasi ehtimalini;
¢) 62-don az bal toplayanlar arasindan olmasi ehtimalini tapin.

2) Imtahan veranlorin 90%-nin hansi intervalda bal topladiglarini

hesablayin.

|& Verilon histoqram fermerin atlik tiglin saxladi- 7 A
g1 inoklorin say1 (n) vo kiitlasi (m) hagqinda 15
molumati oks etdirir.
a) Histoqrama goro odadi orta vo standart 9

meyli tapin.

b) Normal paylanma oayrisini qurun. 31
¢) Normal paylanma oyrisino gors ehtimalin

12

6 |

85 95105115125135145155 m

hesablanmasina aid iki masalo yazin.
|& Iki zor atilmisdir. Diison xallar cominin ehtimallarinin paylanmasi cadval

vo histogramla verilmisdir. Histoqram ehtipag
paylanma oldugunu gostarir.

paylanmasinin normal

Xallar Comi | I 8]

dogrudurmu?

Diison xallarin comi

jda “on ¢ox diison

a

g
c.
jay
=
~D

Ehtimal
o gl.—al.—s'»—-o'»—-&l.—al.—

2 3 4 5 6 7 8

Com

9 10 11 12
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Qutu v qulp diagram

Qutu vo qulp diagraminin qurulmasim asagidaki niimuns iizarinda
arasdiraq.

Niimuna 1. Tohliikesizlik normalarindan imtahan zamani sirkotdoki 15 is¢inin
yigdiglart ballar: 13 9 18 15 14 21 7 10 11 20 5 18 37 16 17 kimi
olmusdur. Bu molumati qutu-qulp diagrama ilo togdim edin.

Halli: 1. Molumati artan sira ilo diizmoklo median1 miioyyon edok vo Q2 ilo
isaroloyok.

5791(211 131415 1617 18 1A82021 37
)

Asagl Q Yuxari
yarimhissa Median yartmhisso

2. Mediandan sol torafdoki molumatlar asag1 yarimhissoni, sag torafdoki molu-
matlar iso yuxar1 yarimhissoni togkil edir. Yoni median molumati iki yarim-
hissoyo ayirir.

3. Yarimhissolorin kvartil adlanan medianlar1 (burada Q; = 10, Q; = 18)
molumati 4 hissays ayirir.

5791(}11 131415 16 17 18 18 20 21 37
A

} } }
A Q2 Qs
1-ci kvartii  Median 3-cii kvartil

4. Kvartillor aras1 doyismo miioyyon edilir. Qs — Q1 =18 - 10=38

5. ©dad oxu tizerindo verilon malumatin on kigik, on bdyiik qiymatlorini,
kvartillorin vo medianin giymotlorini-5 miihiim noqtoni - geyd edok. Uzunlu-
gu kvartillorarasi doyismoyo borabar olan diizbucaqli ¢gokok. Bu diizbucaqli
medianla iki hissoya ayrilir. Indi iso on bdyiik vo an kigik giymatlarlo uygun
kvartillori birlogdirmoklo qutunun qulplarini ¢okak.

: R 37
T e S AN elnlb‘cl')yﬁk
On kigik v qiymot
qiymot T

Qi
1-ci kvartil

10-dan az, 25%-i 10-dan ¢ox bal toplamigdir.
zunluglarimin miixtalif olmasi uygun hissodoki
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Qutu va qulp diagramm

Verilon kiilliyyata gora 5 molumat miisyyon edilir:

Median-Q2, mediandan qiymotco kigik olan molumatin toplandig1r asagi
yarimhissonin mediani-kvartil Qi, mediandan qiymatco bdyiik olan malumatin
toplandig1 yuxari yarimhissonin mediani-kvartil Qs, an kicik qiymot vo oan

boytik giymat.

5 molumat Qutu—qulp diagraminda mslumatin sxematik tasviri
* On kigik qiymat

« 1-ci kvartil: Q [(TTTTTTTTTTTTTTIT]

* Median: Q: On kigik 1-ci kvartil 3-cii kvartil On bayiik

* 3-cii kvartil: Q3 qiymat Median qiymot

* On boylik qiymaot

Qutu-qulp diagramimi qurma addimlari

1. Ufiiqi diiz xatt ¢okilir.

2. Molumatin doyismo diapazonuna goro miioyyon miqyasla bolgiilor qoyulur.
3. Miioyyen edilmis 5 molumat — Q1,Q2,Qs, on kigik qiymat, on boyiik qiymat
— diiz xatt tizorinds qeyd edilir.

4. Qi-don Qs3-o godar qutu ¢akilir.

5. ©n kicik qiymotdon Qi-o vo Qs-don on boylik qiymoto qoder iso qulplar
cokilir.

+ %Qulp
On kigik On boylik
qiymot Q Qs qiymat

Median Q2

Niimuna 2. Paraolimpiya qadin voleybol komandasinin iizvlorinin yast
asagidaki kimidir. 24, 30, 30, 22, 25, 22, 18, 2 0, 25,27
Molumati qutu-qulp diaqramu ilo toqdim edin.

Hoalli: 1. Malumati diizok, me« 1Vo
On kicik —s-18 22 24425 2
qiymat

yon edok.

On béyiik

27 28 30 30 30=<— """

Sk vartil ¥ Median U(;i'lncii kvartil
J1= 29 Qz =25 QSZ 29

2.9dad o ok va iizorindo molumatlari geyd edok.
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Qutu va qulp diaqram

3. Kvartillorin Q:—Q1 =29 —23 = 6 forqino gore qutunu ¢okak vo mediana
goro diiz xatlo onu iki yera bolok. Qutunu an boylik vo an kicik
qiymatlorlo birlogdirok. r
¢ )4 ¢ +—
|
3

} } } } T 1 1 ! 1 I >
24 25 26 27 28 29 30 Yas

1 1 1 :
18 19 20 21 22 2

4. Diaqramin taqdimi. Basketbolcularin 50%-i 23-29 yas arasindadir.
25%-1 23- yasdan kisik, 25%-1 29 yasdan boyiikdiir. Qutunun qulpunun
uzun va ya qisa olmasi 25%-lik bu hissalords qiymatlorin bir-birins yaxin
va ya uzaq olmasini gostorir. Masalon, niimunads sol qulp uzundur, sag
qulp qisadir. Ciinki 25%-lik bu hissads qiymatlor 18-23 arasinda doyisdiyi
halda, sag qulpa aid hissads yalniz iki qiymats, 29-30, rast golinir.

Molumata daxil olan qiymatlordon boyiik forgle ayrilan qiymatlor kona-
racixma adlanir. Konaragixma asagi vo yuxari kvartillors gors do miioyyon
edilir. Bu halda kvartillorin Qs — Q: forgindon 1,5 dofo ¢ox vo ya az olan
qiymat konaragixma kimi qobul edilmisdir.

Masalon, nazarden kegirdiyimiz nlimunads asagi kvartil 23, yuxar kvartil
29-dur, kvartillorin forqi 6-dir. 23 —1,5-6 =14 vo 29 + 1,5-6 = 38 qiymatlori
sarhad qiymatlor hesab edilir. 38-don bdyiik, eloco da 14-don kigik qiymat-
lor bu molumat tigiin konaragixma sayilir.

Oyranma tapsiriqlar

|L Hor bir qutu-qulp diagramina géra malumatlari miioyyan edin.

a) on kigik qiymati d) median
b) an boylk qiymoti e) t¢tincii kvartili Q3
¢) birinci kvartili, Qi f) kvartillor forqini Qs— Q1.
) o = . )
10 13 15 17 20 90 130 205 270 320

1011 1213141516 1718 19 20 21

3) .___.(

900 1250 1500 1950 2

— — o

— b b L ey

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120
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Qutu vo qulp diagram

a) Noticalorin mediani ne¢o bala uygundur?

b) On yiiksak natica ilo an asagi natico arasindaki forqi tapin.

¢) Sinifin ne¢o faizi 35-don ¢ox bal toplamisdir?

d) Kvartillerin forqi(Qs — Q1) neca baldir?

€) On ¢ox bal toplayan sagirdlorin 25%-nin bal1 hans1 intervalda doyisir?
f) 63 bal toplayan sagird an ¢ox bal toplayan 25%-lik saya daxildirmi?
g) Sag qulpun sol qulpdan uzun olmasini situasiyaya uygun izah edin.

. . siniflor
|i Qutu-qulp diaqramlar1 histoqramlarla 100
verilmis molumatlar1 oks etdirir. Hans1
histoqgram hans1 qutu-qulp diaqramina o 8or
uygundur? = I
e 5 6o
<
40F
6 4
5 P 5
4 = 5
Ei 3 g 4
en o o0
3, 2 . 2

30 60 90
sinif 1

30 60 90
sinif 3

30 90

sinif 2

|i Diagram iki magazada televizorlarin qiymotlorini gostorir. Bu

magazalardaki televizor qiymatlori hagqinda tagdimat hazirlayin.

Magaza A
Magaza® —{——
| I | I I I I | | | -

T T T T T _

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900

|2 Median1 32, birinci kvartili 24, Uclincigk
konaragixma sorhoddini miioyyon edin:
63, 20,12, 53 qiymstlsriniﬁana

ili 43 olan molumatin

|l 45 Amerika prezidentinin 1g dvdo-budaq diaqramini qutu-

qulp diagramu ils toqdigh edi
3667 9

2
4 5 9

4444455556667 77738

zident se¢ilon Donald Tramp on yasli, 42 yasli Teodor

Ruzvdlhisg®sn gonc prezident hesab edilir. Onlarin yasi konaragixma hesab

edilo bilormi?
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Tosadiifi hadisalar vo ehtimal

Ehtimal nozoriyyasi bizi ohato edon alomdo bas veran tosadiifi hadisalorin
bas vermo ehtimallar1 arasinda riyazi miinasibatlor qurur vo bu miina-
sibatlorin kdmayilo hadisalorin bas vermo ehtimallar1 daha sads hadisslorin
ehtimallar1 esasinda qiymatlondirilir.

Giindolik hayatda miixtolif hadisolori miisahids edir, goxsayli tacriiba, sinaq
vo miisahidoalorin naticalori ilo rastlasiriq.

Sinagq, tacriiba vo ya miisahidonin hor bir ayrilmayan naticosino elementar
hadisas deyilir. Biitlin elementar hadisalor coxluguna ise elementar hadisalor
fozasi(EHF) vo ya sinaq fozasi deyilir. EHF adaton U horfi ilo isaro edilir.
Masalon, bir zorin atilma sinaginda Exilo yuxari tizdo k£ xal diigmosi
hadisasini igara etsok, U ={ E1, E», Es, E4, Es, Es} olur.

Elementar hadisalor fozasimin ixtiyari alt coxluguna hadise deyilir. Masalon,
zarin atilmasinda A “ciit xal diismiisdiir” hadisosi olarsa, A = { E2, Ea4, Es}.
EHF-nin elementlori say1 n olarsa, alt ¢oxluglarinin say1 2” oldugundan,
miimkiin hadisalorin say1 da 2" olur. Hor bir hadiso elementar hadisolor
fozasinin alt ¢oxlugu oldugundan, ¢oxluglar {i¢iin toyin edilon omallor
hadisalar iiclin do eyni qayda ils toyin edilir. Bu zaman @ bos ¢oxluq
miimkiin olmayan hadiss, U iso yaqin hadiss olacaqdir.

Biitiin naticolori A vo ya B hadisalorindon he¢ olmasa birina daxil olan
hadisoyo A vo B hadisalarinin birlosmasi deyilir vo A U B kimi isars edi-
lir.

Naticalori hom A, ham do B hadisasing daxil olan hadisoys A vo B hadisa-
Iarinin kasismasi deyilir vo A N B kimi isars edilir.

Ortaq naticalori olmayan hadisslors uyusmayan hadisalor deyilir. A vo B
hadisolori uyusmayandirsa, A N B = Q.

A hadisosino daxil olmayan biitiin naticolor ¢oxluguna A hadisosino aks,
yaxud tamamlayic1 hadiso deyilir vo A kimi isaro edilir.

Siagin B hadisasinin bag vermasi A hadisos
si ligiin alverisli hadiss deyilir.

aSurursa, B-ya A hadiso-

11 hadisonin ehtimali
elcmentar naticolorin sa-

Eyniimkanli elementar nat lori
bu hadisa li¢iin olverisli ne I sa
yina olan nisbatina borabord

isli noticolor say1
~ mumkiin noticalor say1

3. P(A) = 1 —P(A) diisturu dogrudur.
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Tasadiifi hadisalor vo ehtimal

[stanilon uyusmayan A c U vo B c U hadisalari iigiin
P(AuU B)=P(A) + P(B)

diisturu dogrudur.

Bu qayda ehtimallarin toplanmasi qaydasi adlanir.

Uyusmayan iki hadisanin bas verma ehtimali. A Q
B

Niimuna. Torbada sar1, qirmizi vo ag rongli sarlar var. Ag sarin ¢ixma
ehtimal1 0,25, qirmiz1 sarin ¢ixma ehtimal1 0,30-dur. Torbadan tosadiifon
bir sar ¢ixarsaniz, onun sar1 rongds olma ehtimalin1 hesablayn.

Holli: Torbadan bir sar ¢ixarilsa, onun ag vo ya qirmizi rongdo olma
ehtimal1 P(ag vo ya qirmiz1) = 0,25 + 0,30 = 0,55 olar.

Torbadan sar1 sarin ¢ixmasi ag vo ya qirmizi sarin ¢ixmamasi hadisosi
demoakdir. Demoli, P(sar1) = P (ag vo ya qirmizi bas vermomaosi)

Bu hadisalor uyusmayan hadisalordir vo onlarin kosigsmosi yoxdur. Hadiso-
nin bas vermosi ilo bag vermomasinin ehtimallari comi 1-o barabar olma-
lidir. Demali, P(sar1) = 1 — P (ag vo ya qurmizi1) = 1 — 0,55 = 0,45.

Oyranmo tapsiriglar

|1. Hor bir hadisa ii¢iin elementar hadisalor fozasin yazin:

2.

a) Iki gopik pulun birgs atilma sinagi;
b) Ailodoki 3 usagin oglan vo ya qiz olmasi.

Istehlakgilarm hiiquglarini miidafis togkilatinin verdiyi molumata gora yeni
almmus avtomobillordon bir il arzindo 17%-nin bir dofa, 7%-nin iki dofa,
4%-nin 1sa 3 dofodon ¢ox tomira ehtiyaci olur. Bu molumata gors tosadiifi
secilmis bir avtomobilin tomira:

a) he¢ miiraciot etmamaosi;

b) an ¢oxu bir dofo miiraciat etmasi;
¢) heg¢ olmasa bir dofo mﬁra}ist e
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Tasadiifi hadisalor va ehtimal

iki hadisonin bas vermo ehtimah.

Umumi halda istonilon A = U vo B < U hadisaleri
i¢in  P(AUB)=P(A)+P(B)-PANB)
diisturu dogrudur.

Ava B

Niimuna. Tolobalorin 56%-1 talaba soharciyindos yasayir, 62%-i ise burada
ancaq yemok yeyir, 42%-nin iso hom yemayi, hom do yasamagi sohorcik-
dadir. Talobalor arasindan se¢ilmis bir noforin:

a) Sohorcikdo yasayan, lakin orada yemok yemoyon|
tolobo olmasi ehtimali;

b) No sohorcikds yasayan, no do orada yemak yeyon|
toloba olmasi ehtimali ne¢adir?

Hoalli: a) G ={soharcikdo yasayan tolobalor}, Y ={ sohorcikdo yemok yeyan
tolobalar} olsun. Sorto goro P(G N Y) = 0,42-dir.

P(G) = 0,56 oldugundan, P(G N Y) =0,56 — 0,42 = 0,14;

b) P(GNY)=0,62—0,42=0,20; 0,14 + 0,42 + 0,20 = 0,76 comi, secilmis
tolobanin soharcikdos yasayan vo ya orada yemok yeyan tolobo olma ehtimalini
gostorir. Bir tolabanin goharcikds na yasayan, na do orada yemok yeyan toloba
olma ehtimali iso P(GNY)=1-0,76 = 0,24 olar.

Sorti ehtimal. Bozon olavo molumatlar sinaqla bagl noticonin bag vermo
sansina tosir edir. Masolon, zorin atilma sinaginda diison xalin ciit olmasi

molumdursa, artiq hor bir ciit xalin diisma ehtimali % olacaq. Halbuki, bu
molumat olmadiqda har bir xalin, o climlodon clit xalin diigmo ehtimali % idi.

Demali, hansisa bir hadisonin ehtimalini hesablayarkon ona tasir eds bilon
basqa bir hadisoni do nazors almaq lazim golo bilar.
B hadisasinin bag vermasi sorti daxilindo A hadisgsinin bas verma ehtimalina

afi vo 1/3-1  gohor

morkozindoki maktoblordon Waqla 8 478 sagird arasinda

asagidaki suallarla sorgu apa ar. biri vo se¢imlor asagidaki
Kimidir iin h miihiimdiir?

Moshur ol Ali illi olmaq Sonatkar olmaq
Sorgunun natic 1 kimi olmusdur:

Mos aq = Ali tohsilli olmaq Senotkar olmaq Comi
Ogl8hlar 7 50 60 227
Quzla 0 91 30 251
Comi 247 141 90 478
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Tasadiifi hadisalar va ehtimal

e Royi sorusulanlar arasindan tosadiifi secil- g g
mis birinin: . E gg 5
qiz sagird P(q1z) —%— 0,525; fé, ) =8
olma ehtimali BRC
qiz sagird vo moshur olmag isto- P(moshuriqiz ) = 130 _ 5.
yan olma ehtimali 478 T

sonotkar olmagq istoyon sagird olma P(sonotkar) = 9 _ 0.188
ehtimali T

e Qizlar arasindan bir nafar secilsa
sonotkar olma ehtimali

e Ancaq oglanlar arasindan bir nofor
secilsa, sonatkar olma ehtimali

> P(sonotkar]qiz) = 01 =0,120

P(sonatkarfoglan) = 227 ~ 0,264

Yuxarida hesabladigimiz ehtimallarin bazisini yenidon asagidaki kimi
hesablayaq. Maosolon,

P(sonotkar qi1z) = 30/478 30

251/478 251
P(qiz va sonatkar)

Demali, P(sonatkariqiz) = P(qiz) voya
. . 91/478 91
P(qi7ali tohsil ) = a473 141
. . ..« P(ali tohsil vo qi1z)
Demali, P(qizali tohsil ) = P(ali tohsil)

Bu niimunalari imumiloagdirsak, sorti ehtimal diisturu asagidaki kimi olacagq:

P (AvaB) P (AN B)
PAB)=——F—-—~""— —_—
(A/B) pB)  V°Ya P PB)
burada P(B) > 0.
Buradan P (A N B) = P(B)-P @#B). qaydast
Niimuna. Ailads iki usaq viar. U ri oglandirsa, har iki usagin

oglan olma ehtimali

Halli: oglan - o,
miiayyan edok:

F = {00, 0q, qo}, En F = {oo}
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Tasadiifi hadisalor vo ehtimal

PENF) _ 1/4 _

1
P(F)=%, P(EmF)zi, P = O - -

Sorti ehtimal diisturu hadisolorin asili olmasi va ya asili olmamasi ilo bagli de-
yil. Istonilon miirokkob hadisanin ehtimalini bu diistura goro hesablamagq olar.

Niimuna. Taloba soharciyindoki yatagxanada 3-cii martaba on komfortlu sa-
yilir vo burada 3 bos otaq var. Comi 12 bos otaq var vo otaqlar tolobalor
arasinda ndmra ¢okma yolu ilo miioyyon edilir. ©vvalca Elmir ndmrs ¢okdi,
sonra dostu. Onlarin hor ikisinin 3-cii mortoboya diismo ehtimalini tapin.
Holli:

Aydindir ki, Elmirin ¢okdiyi némra geri qaytarilmir vo dostu artiq 12 deyil, 11
kartdan istifads edir. Elmirin 3-cii martaboni segmo ehtimali —— -diir.

Elmir istodiyi mortoboni se¢gmisso, dostunun sansi % olur.

Elmirin 3-cii moartoboni se¢masi sorti daxilinde dostunun da 3-cii martabani
se¢mo ehtimalini sorti ehtimal diisturundan istifado etmoklo hesablayagq.

P(El. vo D) = P(E) x P(D|EL) = % x % = 0,045

P (A|B) =P(A) olarsa, yoni B hadisasinin bas vermasi A hadisasinin ehtimalini
doyisdirmirsa, A vo B hadisolorino asih olmayan hadisalor deyilir. A vo B
hadisalori asili olmadiqda P (A n B) = P(A)-P (B) miinasibati dogrudur.

Niimuna. Orzaq tominat1 ilo mosgul olan sirkat hor sohor yemokxanaya tozo
¢orok gotirmolidir. Yemokxana miidiri bunun ehtimalinin 0,85 oldugunu deyir.
Siz bu yemokxanada 4 giin dalbadal sohor yemayi yemali olsaniz, har ssher
yemayinda tozo ¢orayin olma ehtimalini tapin.

Holli: Hor sohar tozo ¢oroyin gatirilmasi hadi pgor gilinlordo tozo ¢orok
gotirilmosindon asili olmadigindan axtarilag ehiti

0,85 % 0,85 x 0,85 x 0,85 = 0%2 ol

Niimuno. Torbada 3 ag, 7 qara var\&eri qaytariimamagq sortilo torbadan
iki kiiro ¢ixarilir. Tkinci kiifnin

hadisasini isara
rongdadir, ya da
Demoli, A> = (Ai

L3
3 10 '
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Tasadiifi hadisalor va ehtimal

Oyronmo tapsiriglar

1.

2.

Ailads iki usaq var. Hor iki ugsagin qiz olmasinin sorti ehtimalin1 verilon
sortloro gora hesablayin: a) on kicik usaq qizdir; b) biri qizdir.

Hokimo miiraciot edon usaqlarin yetmis faizindo {isiitmo hallari, otuz
faizindo 1iso bogaz agrilar1 sikayotlori olur. Tosadiifi se¢ilmis bir usaqda
hom {islitmo, hom do bogaz agris1 olmasi ehtimalini hesablayin.

Tutaq ki, hor hansi bir soxsin 80 yasa godor yasama ehtimali P (B) = 0,3,
90 yasa godor yasama ehtimaliiso P(A)=P (AN B)=0,2 -dir.

a) 80 yasina ¢atmis soxsin 90 yasa qodor yagama ehtimalini hesablayn.
b) P(B| A) hadisasinin ehtimali 1-3 barabordir. Bu fikri asaslandirin va situ-
asiyaya uygun izah edin.

Zor lig dofo atilmis, A vo B hadisolori asagidaki sortlo miioyyan edilmisdir.
A hadisasi: hor ticiincii atigda 4 diisdiiyl hesab edilir;

B hadisasi: hor birinci atis 6, har ikinci atis 5 hesab edilir.

B hadisasinin bag vermasi sortilo A hadisasinin bag vermasini hesablayin.

Bir qrup tadqiqatci alim xastolordo xoles-

trolun vo ya qan tozyiqinin, homginin hor Qan tazyiqi
ikisinin yiiksok olmasina aid ehtimal codvali Yiiksok Norma
hazirlamislar. Sortlora gors tosadiifi se¢ilmis
soxs Tliclin ehtimali hesablayn:

a) hor iki xostaliyin olma ehtimalini;

b) gan tozyiqinin olma ehtimalini;

¢) gan tazyiqi olan soxsin xolestrolu da yiik
d) ganda xolestrolun oldugu moalumdur,

Yiiksok 0,11 0,21
Norma 0,16 0,52

—
[=)
=
N
n
%)
o
=}
s

in do yiiksok olmasi.
Avtomobil tokorlori istehsa( n si moNgullarinin 2%-nin defektli ola

bilacoyi haqqinda molgmat 15 Ogor siz bu sirkotdon 4 tokor
almissinizsa, onlagdan dh azi b detektli olma hadisasinin ehtimalini

incisinds 2 ag, 1 qara, ikincisindo isa 1 ag, 4 qara kiiro
diifon segilir va bir kiirs ¢ixarilir. Cixarilan kiiranin
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Umumilasdirici tapsiriglar

|L Verilon kiilliyyata gora adadi orta, dispersiya va standart meyli hesablayin.
ay 11 10 8 4 6 7 11 6 11 7
b) 13 23 15 13 18 13 15 14 20 20 18 17 20 13
c) 15 8 125 19 14 8 6 13
d 24 26 27 23 9 14 8 8 26 15 15 27 11

& Asagidaki grafiklordo molumat simmetrik paylanmisgdir.
a) Hansi statistik molumatda standart meylin daha bdyiik oldugunu hesabla-
malar aparmadan miioyyaon edin.
b) Hor bir hal {igiin odadi orta vo standart meyli hesablayim.
¢) Normal paylanma diagramini ¢okin.

(1) ’ 2

12
= 10} <104
S 8 R
T 6 6

4 ] 4

2 I 2

[
0456789101112 076789 1011121314
moalumatin qiymoti moalumatin qiymoti

|i Hesablama aparmadan hans1 qrafikds verilmis molumatda standart meylin
boylik oldugu haqqinda fikrinizi sdyloyin.

a) g b) g 9 1z
14 14 14
=10 inn = 10 = 10
ErI NN N 56 36
> 1 3 3

N X L 014 16 I8

mosafo(km mosafo(km) moasafo(km)

la ga irilmis hazir yemaoklorin saxlama

ya uygun olmagqla orta hesabla 180 giin, stan-
moklorin ne¢a faizinin saxlama miiddoti:
arasindadir;
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Umumilsgdirici tapsiriglar

|4. Torbada 10 gara vo 5 ag sar var. Torbadan yerino qaytariimadan dalbadal
cixartlmis iki sarin gara rongds olma ehtimalini hesablayin.

|i 28 noforin giindo nego saat televizora baxdiglart hagqqinda sorgunun
naticasini qutu vo qulp diaqrami ilo togdim edin.

2 43 1 5 71 4 3 2 6 45 5
2 03 5 94 5 2136 72 4

a) Royi sorusulanlarin ne¢o faizi televizora 4 saatdan ¢ox baxir?
b) Rayi sorusulanlar arasindan tosadiifi bir nafor segilso , onun televizora
2 satdan ¢ox baxmayanlardan olma ehtimali no qodordir?

|i Moktabds 1000 sagird tohsil alir. Onlardan 430 nofari qizlardir. Qizlarin
10%-1 8-ci sinifds tohsil alanlardir. ©gar tosadiifi bir sagird segilsa, onun
8-ci sinifdo oxuyan qiz sagird olmasi ehtimalini tapin.

|7.  Tezlik codvali plastik oyuncaqlar istehsal

) ) L Siniflor Tezlik

edon sirkotdo isloyan tosadiifi secilmis 100

noforin hoftalik maagini gostorir. %gg B %gg 12

a) Tezlik cadvalindoki molumati normal pay- 168 _ 176 20

lanma oyrisi ilo togdim edin. 177 — 185 21

b) Tasadiifi secilmis bir nofarin haftolik 186 —194 20
195 -203 15

gazancinin 170 manatdan ¢ox olanlar 204-212 3

arasindan olmasi ehtimalini hesablayin.

& Iki zor atilmisdir. Onlardan birindo 3, digorinds 5 xalin diismo ehtimalin
tapin.

|& Hor birinin {izerins Azarbaycan slifbasiniff bir B
yigi1ldig1 qutudan tosadiifi 2 kart ¢okilm
a) P(2 sait) b) B@ sam

fi yazilmis kartlarin

[10. Asagidaki giymaotloro gigo m tin paylanma formasini miioyyon edin.

a) ododi orta = 35 edian moda = 45
dian=51 moda =38

di orta 27, standart meyl 5-dir. Tosadiifi bir qiymat
ilon intervalda olma ehtimalini tapin:

inda olmasi;  b) on az1 37 olmasi;

2 olmast; d) 27 ilo 37 arasinda olmasi.
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Tanliklor vo tonliklor sistemi.
Umumilssdirici tapsiriqlar

« Irrasional tonliklor

« Irrasional baraborsizliklor

e Ustlii tanliklor sistemi

* Loqarifmik tonliklor sistemi

* Trigonometrik tanliklor sistemi
 Umumilagdirici tapsiriqlar

Bunu bilmak maraqghdir!

Paleontologlar orqanizm qaliglar1 vo onlarin faaliyystinin
izlori asasinda Yerin geoloji tokamiiliinii, canli alomini vo
onun inkisaf ganunauygunluqlarini dyronirlor.

Bu zaman onlar ¢oxlu sayda miixtalif nov tonliklori vo
tonliklor sistemini (eksponensial, logarifmik va s.) hall
etmoali olurlar.




irrasional tonliklor vo barabarsizliklor

Irrasional tonliklor
Radikal isarasi altinda (yaxud kasr {istlii qiivvate yiiksoldilmis) doyigeni

olan tonliys irrasional tonlik deyilir.

Niimunolor. i/m —x=3; Vx—1=5

frrasional tonliklori holl edorken, adaton qiivvats yiiksaltma amali totbiq
olunur. Bu zaman asagidakilar1 nozors almaq lazimdar:

+ rrasional tonliyin halli haqigi adadlor ¢oxlugunda axtarilir.

* Ciit doracadon radikallarin hesabi, tok deracadon radikallarin iso haqiqi
qiymatlori gotiirilir.

* Tonliyin hor iki torafini tok doeracodon qiivvats yiiksaltdikde onunla
eynigiiclii tonlik alinir.

« Ciit doracaden qiivvats yiiksoltma aparildigda yeni tonlikdo doyisonin
miimkiin qiymatlori coxlugu genislona bilor. Noticads alinmis tonliyin
koklarinin bazilari verilmis irrasional tonliyi ddomoaya bilor. Ona gora do
clit doracadon qiivvets yiiksaltms aparildiqda doyisenin tapilmis
qiymatlarinin verilmis tonliyi 6doyib-6domadiyini yoxlamaq lazimdir.

Niimuna 1. Vx — 3 + x = 5 tonliyini holl edin.
Holli: Vx -3 =5—x

Radikal olan ifadani tanliyin bir tarafinds saxlayagq,

x=3=(5-x) tonliyin har iki tarafini kvadrata yiiksaldaok,
x—11x+28=0 sadalasdirak va hall edak.
xi=4,x="17

Yoxlama. x=4 olduqgda\4 -3+ 4=5; 5=5
x=7olduqgda\N7 -3+ 7=5; 945
x =7 verilmis tonliyi 6domir. Cavab: {4}

Oyronmo tapsiriglari.
Tanliklori hall edin.

a)\Vx+3-3=1 b)\3t+4+2= P-T7-1=2
V1 —2x+1=4 5+Vx+2=3

HV2x+3-\Vx+1=1

) +6x+9=x+5

)V4—x?—x—4=3
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irrasional tonliklor vo baraborsizliklor

Irrasional baraborsizliklor

Radikal igarasi altinda doyisoni olan borabarsizliys irrasional barabarsizlik
deyilir. Irrasional barabarsizliklorin do halli haqiqi adadlor ¢oxlugunda
axtarilir vo kokiin, barabarsizliklorin xassalorindan istifads etmoklo ra-
sional barabarsizliklar sisteminin hallins gatirilir.

Niimuna. Vx2— 8x < 3 borabarsizliyini holl edin.
Holli: Verilmis barabarsizliyin halli doyisonin miimkiin qiymatlori sorti,
yani x?— 8x > 0 sorti daxilinds hor iki torafi kvadrata yiiksaltmaklo
x*— 8x <9 barabarsizliyinin hallina, basqa sozlo asagidaki sistemin
hallina gotirilir:  (x>—8x>0

{xz— 8x <9

Sistema daxil olan har bir barabarsizliyi intervallar iisulu ilo hall edib, bu

hollorin kosismasini tapaq: + V= *
2_8x>0  (v(x—8)>0 T~

{x2—8x<9 {(X—9)(X+ 1)<0 1
B T R

Cavab: (-1:0]U [8;9)

Niimuna: Vx + 3 >x + 1 barabarsizliyini hall edin.
Hoalli: Sag torofin igsarasino gors iki hala baxagq.

1) x+ 1 <0 olarsa, 2)x+1>0 olarsa, verilmis
borabarsizlik x + 3 > 0 sortini | borabarsizliyin har iki torofini kvadrata
6doyan biitlin x-lor tiglin 6donir.| yiiksolds bilorik, yoni bu halda
Demoli, (x+1<0 {x+120

{ x+3>(x+1)

x+3>0
sistemini holl etmaliyik.
Onun halli [-3; 1) araligidir.

Verilmis borabarsizliyin hal®[-3;

Oyrsnme tapsiriqlari.
Boarabarsizliklori hall edin.

HVx—3>2 > 1 HNV2x+3<3  4)x—4<2
5)N + 15x 83x<2 )W -2x>2 )W _3x<\2
9) 10) Vx> —6x + 8 >—1 1)V —x—2>0
12) 9<2 IHW-4x+3>3 1) WHI8=2-x
15) V24 — 5x <x 16)Vx+2 >x 17) V> —2x> 1 —x
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Ustlii tonliklor sistemi

Ustlii tonliklor sisteminin holli, digar tanliklor sisteminin hallindon
forglonmir. Burada azovetmo, cabri toplama, gqrafik hall tisulu vo s. totbiq

olunur.
Nﬁmunel:{ 9ty ="729

3x-y-1 =1 tonliklor sistemini hall edin.
Holli: Verilon tonliklor sistemini

9x+y = 93
{3xy1 = 3% goklindo yazaraq, sistema daxil olan tonliklorin

har birinds qiivvat listlorini barabarlogdirmaklo {x +y=3
x—y—1=0 xotti

tonliklor sistemini alariq. Bu sistemin halli (2;1) clitiidiir.

Niimuna 2: x—y=1

{2"+ 27= 12 tonliklor sistemini hall edin.

Halli: Sistemin birinci tonliyindon x = y + 1 kimi tapib ikinci tonlikds yaz-

magqla y-o nozoran 2 * ! + 2V = 12 tonliyini alariq, onu da 2-(2 + 1) =12

va ya 2’ =4 soklindo yazmagq olar. Buradan y=2voondax=2+1=3

olar.

Belaliklo, verilmis tonliklor sisteminin halli (3; 2) ciitiidiir.

Niimuna 3: { 0¥ -5 =3

2v-*+ 57-1= 9 tonliklor sistemini hall edin.

Holli: Sistemin I tonliyini (—1)-o vurub, II ilg toraf-torafs toplasaq

57+ 5"~ 1= 6 tonliyini alariq. Onu da 5(1 + E) = 6 soklinds yazaq.

Buradan y =1 tapilir. y =1 qiymatini sistemin I tonliyindo yerins yazaq:

21-x-5=3; 2!"*=8: 1-x=3; x=-2
Demoli, verilmis tonliklor sisteminin holli (—2;1) ciitiidiir.
Oyranma tapsiriqlar

Tonliklor sistemini hall edin.

a) {2x+y:32 d{4x y=128 274+ 27 =36

5x+3y:02 33x+2y— x—y=3
b) {2)‘ =18 ) ¥4 3y- 1:17

2-3=12 x+y_ 7 {sz =5

_ =3 ) [3+3=10
2 —x+5y—1:9 x—y=1

ildon niimayis olunan 74 /}L [] \ }
an tamasacilarin saymin '20% /#}:4000(1 25) |

o [ . . / ]

ayindani(x) asililig1 verilmisdir. Filmlorin 8000f = ™ ] = 120000087 )
. . . P — /
doyismosi vo bu grafiklorin 4000p"q fi m;\ N
. . . C . [ —b filmi
kosismoWioqtosi haqqinda fikirlorinizi yazin. O

x
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Loqarifmik tanliklor sistemi

Logarifmik tonliklor sisteminin hallinde ds avazetma, cobri toplama va s.
isullari totbiq edilir vo logarifmik funksiyanin malum xassalorindon
istifads olunur. Bunu niimunalar {izorinds izah edak:

Niimuna: {x +y=6
logax+ logay = 3 tonliklor sistemini hall edin.
Holli: Aydindir ki, x > 0, y > 0 olmalidur.
Sistemin birinci tonliyindon y = 6 — x, ikinci tonliyindon iss log: (xy) = 3
vo ya xy = § alariq.
Beloliklo, { y=6—-x
xy=28 sistemini aliriq.

¥y =6 — x ovozlomasini xy = 8 tonliyinds yerino yazmagqla x> + 6x + 8 =0
kvadrat tonliyi alinir. Onun koklari x1 = 2, x2 = 4 adadlaridir. Onda
ovazlomadan y1 =4, y» = 2 tapilir. Verilmis sistemin halli (2; 4) vo (4;2)
ciitloridir.

Niimuna: {logz x-y)=1

23+ 1="72 tonliklor sistemini holl edin.
Holli: Sistemin birinci tonliyindon x — y = 2 alariq. Buradanx =2 +y
ovozlomosi aparmagla sistemin ikinci tonliyini 227+ 3V 1'="72 vo ya
3+ 1 v+ 1= 36 soklino gotirmoak olar. Onu da 6" * ! = 62 goklindo yazib
aliriq ki, y = 1. Onda x = 3. Belaliklo, (3; 1) ciitii verilmis sistemin
hallidir.
Oyranma tapsiriglar:

|L Tonliklar sistemini hall edin.

a) {x—y =6
logax+ logay = 4

c) {logz x+y)=3 P

logs (x—y)=1
e){ logox +logey=3
logax —logay
x+1. —
h) {3 =24

logs(y —x) =1

: log.y + log,x =12
D {x2+y=12
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Trigonometik tanliklor sistemi

Bir tonliyi cobri, digari triqonometrik tonlik olan, hor iki tonliyi
trigonometrik tonlik olan sistemlorin hallino aid niimunalors baxaq:

Niimuna. { xX+y=_
sinx + sz%y 0 tonliklor sistemini holl edin.

Holli: y == —x ovozlomasi etmakls ikinci tonliyi sinx + szn(— -x)=0
soklinds yazagq.

Cevirmo diistruna gora sin( % — X) = cosx oldugundan, buradan

sinx + cosx =0

bircins tonliyini alariq. Hor iki torofini cosx-o bolmakls, tgx +1 =0
sokling gatirok.

tgx =-1 tenliyinin hslh x=—L+mn(nez) gldugundan
4
ovozlomodon y = (— KL, mn), yoniy =— m—7nn, (n€ Z) olar.

Beloliklo, Verilmis tonliklor sisteminin holli
_nt 4 _
( 4 i T nin) (ne Z) olar.
Gorilindiiyti kimi, verilmis sistemin hallor ¢oxlugu tam qiymatlor alan
yalniz bir n parametrindon asilidir.
Adotan, ikidoyisonli triqgonometrik tonliklor sisteminin hallari iki
parametrdon asili olur.

Niimuna. ( sinx — cosy =1
sin’x — cos*y = 1 tonliklar sistemini hall edin.

Holli: Sistemin ikinci tonliyinin sol torafini ara ayirib, sistemin bi-
rinci tonliyini nozoro alsaq

Sinx — cosy,

sin oSy

tonliklor sistemini alariq, Bu is9 osy = 0 tonliklorini aliriq.

Bu tonliklorin hallegi, uygun ol

TT
E+ n, ne Z

y= % +2nk, keZ
oldugindan mis tonliklar sisteminin halli

(% +2mn; 5+ k) (n.ke Z) olar.
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Trigonometik tanliklor sistemi

Oyranmo tapsiriglar

|_, Tonliklor s1stem1n1 hoall edin.
a) {x y= 2

cosx+ cosy =1

c) {x+y—

sin®x+ sin’y = 1

e) {x+y 2
tgxttgy=
g)jL

cos(x-y) =

cos(x +y) =
1) {sinxcosy =

sinycosx =

Y =cosx yazn.

Ea){y

x+ty=
sinx+ smy— 1

 {
0
'
3
i

—+ :_
xty=3
COSX COSY = —
sinx—cosy =0
sin®x+ cos?y = 2
s1n(x+y)— 1

sin(y- x)—

sinxsiny= -
tgxtgy= 3

= sinx sisteminin 0 <x <2 intervalinda hollini qrafike goro

\
|
X\

b) | y=sinx—1
y=cosx+ 1

¢ |y
y

*

= COsx
yazin.

|4.  Gostorin ki,

4n

=y

2 P
4

—sin2x Sisteminin hollini a bo
edin vo gifteminil 0

sin x + cos y=1,5 nl&:em ni sinx = u, cosy =
sin?x + cos?y = oll edin.
+ 31

sisteminin hallini a bandinds oldugu kimi grafik
tosvir edin. Bu sistemiy

ru kimi qrafik tosvir
alindaki hollini

=y avazlomoasini

¥ = — tonliklor sisteminin hoalli

+y=2nn + 7, n € Z kimi xatti tonliklor sisteminin

hallino gotirmak olar soklindo
yazmagq olar.
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Umumilagdirici tapsiriglar

|L sin x (cos y + 2sin y) — cos x (2cos y — sin y) = 0 olduguna gors
tg (x + y)-i tapin.

& Trigonometrik tonliklorin hallini x doyiseni {i¢iin hoqiqi adadls, 6 doyisoni
ti¢lin doraca ila ifada edin.
a) sin20 + 2 cos® = — 2, 0°<H < 360° ©) 2 sin’0 +sin 26 =0,
b) cos 20 +cos 0 =0,0°<60<360° f)cos*0 2—5 sin 20,
c)cos 20 +sin?0= 0,0°<0<360° g)tgx= —2sinx,0<x<2n

d)cosx=ctgx, 0<x<2n h) 4cos?2x —4 cos2x + 1=0,0<x <2n

|i Radiusu 5 sm olan ¢evrade uzunlugu 8 sm olan vatorin
gardiyi qovsiin uzunlugunu tapin. Cavabi ondabirlore qodor
yuvarlaglasdirin.

|i Bolma amalini yerina yetirin. Qalig1 miioyyan edin.

a) (B +3x2—67x+27): (x+10) ©) Bm+4—1lm*+5m’) : (4+ 5m)
b) (3 + 82— 8x —2): (x — 1) d) (54n3 +36n2 + 54n—16) : (9n— 3)

|i Ikihodlinin verilmis ¢oxhadlinin vurugu olub-olmadigini yoxlayn.
1) P(y)=)°+6y* + Ty? + 33y — 54, y+6
2) P(x)=x>—3x*—78x3+ 84x> - 31x— 88, x—10
3) P(b)= b5+ 8b*— 1152+ 10b - 8, b—1

|6. Koklori verilon odadlor olan tam omsaligonkici ocali goxhadli yazin.

¢)3;-3i; 1

sifirlarini tapin.

bu®aql soklinds olan kartonun kiinclorindon kvadratso-
ixarilimasi, qatlanib yapisdirilmas: ilo diizeldilmisdir.
13 sm olan kartonun konarlarindan ¢ixarilan kvadratlarin
torofi no%qadoar olsa, qutunun hocmi 185 sm? olar?
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Umumilssdirici tapsiriglar

|9. Limitlori hesablayn.

_ 2 — v
a) lim _ ~ 0 bylim ©— ¥+ 10 Olim X _*=%
x—=3 x2_4.x+3 x—2 x2_4 x—3 x2_9
k-2 X822+ 2x-8 flim 4F¥72
d) lim e) lim 0 .
4 x—4 o2 A =24 x -2

M' Verilon sortlora gora har hansi f{x) funksiyasinin grafikini ¢okin.
a) )l}{g J(x)= -3, llirsl f(x)= 1 vo f(5)=0
b) lim er(X): 2, lirr} fx)=3 vo fi-1)=5
&) Tim flx)y=— fflfg fo)=— 4 vo fi2) = 4

x -2+ x

m- Qrafikino gora f{x) = xVx + 1 funksiyasinin hansi inter-

valda kasilmoz oldugunu yazin.

1:0) 2

ek A X
|12. lim % limitini tapin.

Ax —0

|§. Baglamanin kuryerlor vasitesilo ¢atdirilmasi xidmati {igiin sirkot bagla-
manin kiitlosindon asili olaraq asagidaki qiymatlori miioyyonlogdirmisdir:

m <100 q olduqda 15"
100 g <m <200 q oldugda 20"

200 q<m<500q oldugda
200 g <m < 3 kq olduq

'

4
Kiitlosi 3 kq-dan ¢ox olan b a qebul e ir.
Bu situasiyani qrafik tosyir ed
i i i qinda yazin.

1
Qn-1)Q2n+ 1)
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Umumilagdirici tapsiriglar

115.

|16.

|18,

129.

Funksiyanin tdromosini tapin.

a) f(x) = Fxx d) f (x) = e* cos2x £) f(x) = Vet + 1
- __x

b)y = \/2363'+1 e) y = sin’(3x-2) Y=o

¢) y = x’sin2x f)y = (I+cos2x)’ h) y = x?e*

y=2x3—3x?— 12x + 6 funksiyasi {igiin asagidakilari miioyyan edin:
a) Bohran noqtalorini;

b) Artma, azalma araliqlarint;

¢) Ekstremumlarini;

b) [-2; 2] parcasinda on bdyiik vo an kigik qiymatlorini.

Cisim a(¢) = 2t tocili (sm/san?) ilo diizxatli harokot edir. Cismin baglangic
stirati 9 sm/san-dir.

a) Cismin v(?) siirat funksiyasini miioyyon edin

b) Cismin = 0-dan ¢ = 5 saniyo anina qader miiddatds getdiyi mosafoni ta-
pin.

Neft sizmasi naticosindo goldoki dairovi loko dogiqads 10 m? siiratlo yayilir.
Neft sizmas1 100m?-lik sahaya yayildigi anda daironin radiusu hansi siirot-
lo doyisocok?

vy =x? funksiyasinin qrafiki tizorinds elo ndqte tapin ki, bu néqtodon kegon
toxunan 2x + y = 0 diiz xattina paralel olsun.

@. flx) == —x— 3 funksiyasinin [-2; 2] parcasinda an ki¢ik qiymatini tapin.

21.
22.

flx) =-2x3+ 15x% — 24x funksiyasi ha gda artandir?
R
Avtomobil sirkatlori avtom:
asagl vo yuxari periodilghord
edirlor.
Klapanin roq

| horo amplitidunu va tezliyini tapin.

A) Ibtidai funksiyas1 F(x) = "%+ ¢
B) Ibtidai funksiyasi F(x) = e+ ¢
C) Ibtidai funksiyas1 F(x) = sin x>+ ¢
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Umumilasdirici tapsirigqlar

24,

25,

126.

27.
28,

129.

. P(1;

Inteqrallar1 hesablayn.

3
€,
x2—x+1 1 L
a) I \F—dx b)JAY dx c) J.x({/x + \/;)dx
X 62 0
1 5 5
d) [ o ax e [ cos9d0 D [tg0dd L
-1 ¥ 0 AT
2 5
4
1 ’
y=l+—5x funksiyasinin grafiki verilmisdir. Ronglonmis >
sahani tapin. f
o 1 5 »

v(t) = 6t + 6 stirati ilo (m/san) diizxatli harokat edon cismin # = 1-don
t =4 saniyo anina qodor miiddoatdo got etdiyi mosafoni tapin.

6 4 6
[ fx)dx =8 vo | fix)dx =2 olarsa, | fix)dx inteqralini hesablayin.
0 0 4

Sirkat 1990-c1 ildan 2000-ci ils qador kond tasarriifati mohsulunun illik
satigin1 min tonla M(¢) =2,2 + 1,1'kimi modellogdirmisdir. Burada ¢
1990-c1 ildon baslayaraq illorin sayini gostorir. Sirkatin 1990-c1 ildon
1994-cii ilo godorki satis hocmini hesablayn.

Yayin 3 sm sixilmasi di¢lin 25 N qiivvo totbiq edilmisdir. Yaym 7 sm
sixilmasi iiglin goriilon isi hesablayin.

Giindoalik marjinal maya doyorini C'(x) =_0,000006x> — 0,006x + 4

funksiyasi ilo modellogdirmok olar, burada

n1 gostarir. Giindalik sabit xorcin 100"Qldu oro alaraq:
a) ilk 500 mohsul {igiin i 1 m&§ga doydi
b) 201-ci mohsul istehsali 40 mofjsul 1stehsalina qadorki maya

doyarini tapin.

. A(1;4) noqt ) funkS@yasinin grafiki tizorindadir. Qrafikin 3 vahid sola

paralel kogtirt 9 x oXUna nozaran oksetmasing gora A noqtasinin yeni
kodidinatlarin§§azin.

oqtasindan kegan vo 7°(3; —1; 2) vektoruna perpendikulyar
olan miiStavinin tonliyini yazin.
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Umumilagdirici tapsiriglar

|33.

134.
135.

136.

137.

138.

139.

|40.

A(-1;-5;2),B(—4;-2; 1) vo C(-1;0; 2) tighucagin topa noqtaloridir.
a) Z B-ni tapin.

b) Ugbucagin sahasini tapin.

¢) Ucbucaq miistovisine perpendikulyar olan vahid vektoru tapin.

A(1; =2) vo B(4; —2) noqtalorindon kegon diiz xattin tonliyini yazin.

A(0; 3; 4), B(1; 2; 0) vo C(—1; 6; 4) noqtolorindon kecon miistovinin
tonliyini yazin.

Ugolgiilii  koordinat sistemindo tosvir edilmis ]
diizbucaqli paralelepipedin topa noqtalorindon biri p ¥P( 4£2.3)

P(4; 2; 3) olarsa, paralelepipedin digor topalorinin ,QJ/—/C»y
koordinatlarini tapin.

Oturacaginin radiusu R, sahasi S, hiindiirliiyii / olan
konus topadon x vahid mosafads oturacagina paralel
miistovi ilo kosilmisdir. Kosikdo alinan daironin
sahasi Sy, radiusu r olarsa, asagidaki nisbotlorin
dogru oldugunu isbat edin:

ro_Xx
— = b) S.:S=(x:h)
a) h ) Sx:S=(x:h)

Ucolgiilii koordinat sistemindo qurun:
a) A(—1; 2; 3) noqtasini;  b) y = 4 miistovisini.

Silindrik ¢onin daxili sothini boyamaq ti¢iin b
olmagla comi 2000 manat 6donilmisdir. C
a) Conin i¢ sothinin sahasini tapin.
b) Conin radiusunu tapin. ¢
¢) Conin hocmini hesablay1

vadrat metrina 20 manat
inliyi 10 m-dir.

Verilon 6l¢iilora goro figurla

diiz dairavi silindr

diiz prizma
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Umumilasdirici tapsirigqlar

l41.

|42,
143.

|44,

Katetlori 5 sm vo 12 sm olan diizbucaqli tighucagin:

a) uzunlugu 12 sm olan ;

b) uzunlugu 5 sm olan torofi otrafinda firlanmasindan alinan konusun
ha¢mini tapin.

¢) a vo b bondindaen tapilan hacmlarin nisbetini yazin.

Olgiilori (1; 0; 0), (0; 2; 0), (0; 0; 6) vektorlar1 ilo miioyyan edilon para-
lelepipedin hacmini tapin.

Hocmi 9856 sm? olan konusun radiusu 28 sm olarsa: a) hiindiirliiyiinii;
b) doguranini; ¢) yan sothinin sahasini tapin.

Verilon 6l¢iilora gore fiqurlarin:
a) hocmini;
b) sothinin sahasini tapin.

e
Ill 12 sm

Sm 20m

|i5.Verilen oOl¢iilora gors fiqurlarin hacmini tapin.

146.
147.

148.

NCe-L E 10 sm ¥ E s ‘\ /|
e A N -7 |15 sm
i . ImPs i i
20 sm H - T
| = o "
| |
10 sm 30 sm N 2m

8 sm

Bir qurgunun hacmi 60000 m*-dur. Bu hocmi kub santimetrlo ifado edon
odadi standart gokilde yazin.

Cismo totbiq olunan iki qiivvo 30N vo 40 N ol-
magqla 30° bucaq toskil edirlor. Bu qiivvalorin
ovazlayicisini tapin.

Gostaris: kosinuslar teoremindan istifads edin. 0 20N >

30N

—

Paralelogramin diaqonallar1 a = (3;3;
miioyyaon edilmisdir.

a) Gostarin ki, bu paralele{ rom’
b) rombun toroflorini gdgtora toruazin vo torofinin uzunlugunu tapin.

1;1;2) vektorlari ilo

. (2;2) noqtasi sis oxuna va y = 4 diiz xattino toxunan
¢evranin tonli n

. z=4 mistovisi ilo x? + )? + z2 = 25 sferasinin kosismasini toqdim edin.
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Umumilagdirici tapsiriglar

|5_2. Komponentloari ilo verilmis @ vo b vektorlarinin skalyar hasilini tapin. Bu
vektorlar arasindaki bucagin noviinii miioyyaon edin.

Da=(2;1), b=(1;2)

—

2)ya=(2;3;-1), b=(4;3;—-17)
3a=(1;-2%3), b=(3-2-2)
|5_3. Tavan miistovisi ilo 60° va 45° bucaq amolo gatiron iki ipdon 20 kq
agirhiginda yiik asilmigdir. Iplordo yaranan gorilmo qiivvesi yiikiin asag
yonalmis agirliq qlivvesini tarazlasdirir. Hor bir ipdo yaranan gorilmo
qiivvesini tapin.
Gostaris: yiikiin hor kilogramina yerin cazibs qiivvasinin tasiri ilo 9,8 N

quivva tosir edir. Situasiyanin vektor tosvirino gors alinan ligbucaga sinuslar
teoremini totbiq edin.

Iil. X=i—-2j—kvey=i-]—kolduguna gors asagidakilar1 miisyysn edin.

a)3x -2y b)|x —2)] ) 4x + 2y

|5_5. y = x*— 4x3 funksiyas1 verilmisdir.
a) Funksiyanin grafikinin x oxu ilo kosism8no
b) Funksiyanin béhran noqtalorini tap1
¢) Funksiyanin artma-azale® arall
d) Funksiyanin maksimum, i 0 rini tapin.

rini tapin.

b) Piramidanin hacmini tapin.
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Umumilasdirici tapsirigqlar

|i7. y=x3,y=-x3+2,x=0vox =6 xatlori ilo ohato olunmus sahoni hesablayin.

[58. 1

159.

[-2; 2] parcasinda y =4 — x? funksiyasinin qrafiki ilo hiidudlanmis miistovi
hissonin x oxu otrafinda firlanmasindan alinan fiqurun hacmini tapin.

Qrafik tosvirlords verilonlors gore rongli hissanin sahosini tapin.

s 4

y=-X

Iﬂ). f(x) = 4*—2x*1 funksiyas1 verilmisdir.

l61.

|62.

a)f(x)= —% tonliyini hall edin.

b) Funksiyanin on kicik qiymatini tapin.

Sinifdo 14 sagird var. Onlardan iki nofori bu giin kegirolocok todbirdo
qonaqlar1 qarsilamagq {i¢iin secilmolidir.

a) Ne¢o variant miimkiindiir.

b) Norgiz bu sinifdo oxuyur. O, ya Seymurla, ya da Giilnarla sec¢ilmok
istoyir. Bu hadisonin ehtimali ne¢adir?

1) Ifadalori hesablayin:
a) sPis, sPs, 1Ps, 12Ps; b) 15Cs, 4Ci, sCs, 12Cs.

2) Hans1 boyiikdiir: sP, yoxsa, sC,?

3) isbat edin ki, .C; = Cnr

. Gulnazglhn smﬁnds ev tap{ larl ( 1N S€C1mi ilo hor giin bir nofor

g0ro udma ehtimali no qodordir?
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@. a) Torbada 5 ag, 4 qirmiz1 sar var. Tosadiifi bir sar ¢ixarilir vo yerino
qaytarilmadan ikinci sar ¢ixarilir. Bu sarlardan on azi birinin ag rongds olma
ehtimalini tapin.

b) Sorti ehtimalin diisturunu vo ona aid bir niimunoni yazin.

|6_7. 1) Asagidaki codvalo gors dispersiyani vo standart meyli hesablayin.

X 6] 7] 10] 11 11]13]16]18] 18 |com
x-x | 7 6| 3 2 2| 035 12
(x—x7 |49/36] 9] 4| 4] 0] 925|144 280

2) Verilon malumata gora siz da cadval tortib edin, dispersiyani va standart
meyli tapin.
a) 74,72, 83, 96, 64, 79, 88, 69

b) 326™, 438™, 375", 366™, 4197, 424"

Iﬂ}. v = kx + b diiz xatti absis oxunu (-3; 0) ndqtasindo,

y=3(x —2)? parabolasini ordinat oxu {izorinda kasir.

a) Diiz xott parabola ilo daha hansi ndqtods kosisir? (3:0)

b) Rongli hissonin sahasini tapin

|£9. Sokilds verilonlora gora hor bir rongli
hissonin perimetrini vo sahasini tapin.

A 42 N 18 C
Iﬂ). 40 turisti yerlogdirmok ii¢ilin tignaforlik vo dordnoforlik ¢adirlar quruldu.
Comi 12 ¢adir quruldusa, onlarin negoasi tignoforlikdir ?

|ll- Odadi silsilada as = 3, a7 = 17 olarsa, besinci
30-dan kigik olan hadlarinin comini he

1 tapin. Bu silsilonin

ILZ- Lotif 20 doqgigoya kitabin ohifgi rsa: a) 35 doqgigoaya nego
sohifs oxuyar? b) 360 sahifo itab1 W qodor vaxta oxuyar?

|73. Boraborsizliklori

a) 2(5-x) > 3b) >\3+2 ¢)4<2-3x<8 d)|lx-3-1]<3

siyasi verilmisdir.
a) toy ni tapin; b) tors funksiyani yazin va qiymatlor ¢oxlugunu

¢) fix — 1) < 0 barabarsizliyini hall edin.

gostarin;
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|75.

|76.

177.

|78.

|80.

l81.

. a) Diaqonallar 1

Tonliklori hall edin.
a)4sin>x -3 cosx=3 b)tgx—3ctgx—2=0
¢)sin 3x +sin Sx =0 d) cos 3x —cosx =0

a) y =2+ Vx — 1 funksiyasinin tors funksiyasini tapin.

b) y = N2 cos x — 1 funksiyasinin tayin oblastini tapin.

c)y =log , (3 + 2 sin 2x) funksiyasinin qiymotlor ¢oxlugunu tapin.
2

Verilmis funksiyanin tors funksiyasini tapin. Verilmis funksiyanin vo tors

funksiyanin toyin oblastini vo qiymatlor coxlugunu gostarin.

a)y=2"3+1 b)y=1-logy(x + 1)

OKOB (84; 126) 1, OKOB (54; 72)

OBOB (84; 126) OBOB (54; 72)

a) x =3 oldugda (3x + y)2+ 2 Bx + ») (x —y) + (x — y);

2 —ab? N \2b2—a
1+5 1+5

Hesablayin. a)

b) a = V5-1 oldugqda ifadasinin qiymatini tapin.

Torbada ag vo qara rongli kiirolor var. Qara kiirslorin saymnin ag kiirolorin
sayina nisbati 3:2 kimidir. Qara kiiralorin yarisini ¢ixarsaq, torbada qalan
ag kiirolorin say1 gara kiirolorin sayindan 3 odad ¢ox olar.

1) Torbada nega kiirs var? 2) Torbaya baxmadan iki kiira ¢ixarilsa:

a) hor ikisinin ag rongli olmasi; b) miixtalif rongli olmasi ehtimalini tapin.

Sakilda verilonlora gora ABCD
boraboryanli trapesiyasinin perimetrini
vo sahasini, yan toroflorinin ¢evrayo
toxunma noqtalorini birlosdiron MK
pargasinin uzunlugunu tapin.

perimetri 32 sm olarsa, toroflorinin uzu ff1 vahiindiirliklorini tapin.
b) Yan torofi 15 sm, oturacag® ¢okilfis hisilii sm olan barabaryanl

radiuslarimi tapin

16 sm rombun sahosini, perimetrini, hiindiir-
is cevronin radiusunu tapin.
irliklori 3 sm vo 5 sm olan paralelogramin

liytinii vo dglino ¢oki
b) Perimetri hiin

1172-108 B)(V6+ 232 -6V8  o)\3+\V2-N11-6\2
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|§5. a) 3x?— x — 1= 0 tonliyinin koklorinin kvadratlari comini tapin.
b) x> — 2mx+ m + 2 = 0 koklorinin comi onlarin hasilindon 1 vahid
boylikdiir. m-i tapin vo tonliyi hall edin.

|8_6. a) 200 odadini 30% azaldib, yeni adadi 30% artirsaq, hanst adod alinar?
b) Malin qiymatini 10% artirib, sonra yenidon 10% azaltdilar. Qiymat neca

doyisdi?
. - 31 32 35 36
|§7. Odadloeri artan sirada diiziin. g = 3 b= 33 ¢~ 34’ d= 35
|8_8. Uygunlugu miiayyan edin (¢, ardicilligin n-ci haddi, S, ilk 7 haddin comidir)
1.S,=n*+3n A)c=6 B)c:=5 C)cx=4
2.8, =n? D) handasi silsiladir E)c.=2n-1
3.5, =2"—1

@. a,be N, a: b=3:4, 9KOB(a; b) + OBOB(a; b) = 39 olarsa, a + b
comini tapin.
@. 1) c-nin hansi qiymotinds (¢*>— 4)x = ¢ + 2 tonliyinin: a) yegana halli var;
b) sonsuz sayda halli var; ¢) holli yoxdur?
: o : o xty=c,
2) c-nin hans1 qiymotinds tonliklor sisteminin bir halli var?

y=x

|9_1. Cevra lizorinds 12 noqts geyd edilmisdir. Topalori bu ndqtelords yerloson
ne¢d licbucaq qurmaq olar?

|9_2. Qutuda 6 gara, x sayda ag kiiro var. Tosadiifon gotiiriilon bir kiironin ag

olmasi ehtimali — olarsa, x-i tapin. Bu qutudan 2 kiira ¢ixarilsa, onlarin

5
miixtolif rongli olma ehtimalin1 tapin.

|9_3. Miistovini koson AB pargaggin u
miistovidon 8 sm vo 2 sm ododif

Parganin M orta noqtosigiin
mosafasini tapin.

1 ADeturacagl o miistovisi
n O kosigmo noqtosi miis- -

safododir. AD:BC = 3:2 olarsa, _?Jlfl =2C
< . Y AV -l O
oturacagindan o miistovisine qo- A
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|15, Diametri 6 sm olan kiire vo radiusu 10 sm

196.

197.

A
olan konus o miistovisi tizorindadir. o miis- Y z é \
tovisindon 8 sm mosafods ona paralel {/6\‘ ; -
miistovisi ke¢irilmisdir. Kiiranin va konusun \\/
o

B mistovisi ilo kesiyi konqruyent daire-
lordir. Konusun hiindiirliiyiinii tapin.

Funksiyalarin artma vo azalma araliglarini, bohran noqtolorini, ekstre-
mumlarini tapin ve grafiklorini qurun.

a) f(x)=x—-6x+ 12x+ 4 b) f(x)=(@x+ 1)
¢) f(x)=x"—4x*+ 3x d) f(x):#lerz

Cisim verilmis s(¢) qanunu ilo diizxatli horokat edir. s(#) funksiyasinin
grafikini tasvir edin. Ikinci tortib tdromadon istifado etmoklo tacili tapin.
Cismin yavastyan, yaxud yeyinlogon horakotds oldugunu miioyyon edin.
Bu, qurdugunuz qrafikds 6ziinii neca gostarir?

a)s() =2~ + 4¢ b) s(f) =40t + 10t — 5¢

|9_8, Hoftolik istehsal edilon x vahid mahsulun maya doyarini

199.

|100.

|101.

C(x) = 0,3x* — 5x2 +28x + 200 funksiyasi ilo ifado etmok olar.
Marjinal maya doyarini ifado edon MC(x) = C'(x) funksiyasin1 yazin. Bu
funksyalarin grafiklorini eyni koordinat sistemindo qrafkalkulyatorla qurun.

yagiti miqdarini(santimetrlo) 7 (x) = 0,@000 366x — x?) funksiyast
ilo miioyyon etmok olar. BO glig orzin a yagintt miqdarini
miioyyan edin.

Orta ohali artimy, Tuta ki, 6 alisinin #-ci ildoki artimini
P(¢) = 5,4e%01L kimi on etm3K olar. P burada ohalinin (milyonla)
0 i 1 1ldon baslayaraq illori gosterir. 2001-ci ildon

Moxra -li agmayan biitiin diizgilin kasrlorin comini tapin.
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|102.

. Taxta parcasini 5 hissoyo ayirmagq ii¢iin 8 d

Havanin orta temperaturu. 10 saat arzinde havanin temperaturunu
A =-0,12+ 0,8t + 34, 0 < ¢t < 10 asililig1 ilo miioyyan etmok olar.
a) Minimum temperaturu tapin.

b) Maksimum temperaturu tapin.

. Bucagin daxilinde M noqtasi verilmisdir. M ndqtesindaon elo diiz xatt kegirin

ki, bu diiz xottin bucagin daxilindo galan parcast M ndqtosi ilo 1:2
nisbatinds boliinmiis olsun.

. Qatarn siirati 70-don 85 km/saat qodor artarsa, eyni yolu getmaya sorf ol-

unan zaman neg¢o faiz azalar

. X, ¥, z natural adadler, 5y = 6z, x = 2z olarsa, x + y + z cominin on kicik

qiymatini tapin.

. Hom 35-9, ham do 42-ys boldiikde qaligda 3 alinan on kigik goxraqomli

odadi tapin.

. Moaxraci 82 olan negs ixtisar olunan diizgiin kosr var?

. a) Eyni siiratlo isloyon 3 fohlo miioyyon isi 15 giino yerina yetirir. Eyni

stiratlo bu isi 5 fohla nego giing yerinog yetiror?

b) Bir isi 30 is¢i eyni siiratlo glinds 7 saat islomaklo 30 giino yerins ye-
tirir. Giindo 6 saat islomokla ne¢a is¢i bu isi homin miiddotds yerino
yetira bilor?

zimdir. Bu taxta

pargasini 8 hissoyo ayirmagq tigiin no qagor Max dir?

unu garigdirdigda

orta yas1 16, sinif rohbarinin 36,
dir. Sinifdos ne¢o sagird var?

. x?—xy +2)? ifadesini vuruqlara ayirin.
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114,
|115.

|125.

. 20a2 = 12-n olduqda a gqom'

x> —y?>=17 sortini 6doyan x vo y natural adadlori {i¢iin x-y hasilini tapin.

15 bigingi comonliyin 2— hissosini 4 saata bi¢ir. 9 bi¢ingi bu ¢comonliyin i—
hissasini ne¢a saata bicar?

x+ X —
= 3 olarsa,

ifadesinin qiymotini tapin.

.a— clz—= 3 olarsa, @ + L ifadasinin qiymatini tapin.

a?

V15 + V30 — V45
V3 + V63

ifadasini sadalosdirin.

. 87-ni hans1 natural adadlo bolmok lazimdir ki, qismat bélondon 2 vahid

boyiik, qaliq ise bolondon 1 vahid kigik olsun?

. x> = 5x + ¢ = 0 tonliyin koklori ti¢tin xi>+ x>* = 13 6donirss, ¢g-nii tapin.

. y= 2x*+ 3x — 7 parabolasi ilo y = 4x — 4 diiz xattinin kasismo noqtalorini

tapin.

. x* < 36 borabarsizliyini hall edin.

. Hondosi silsils togkil edon ii¢ natural ododinftkin®isi birincisindon 3 vahid

boytikdiir. Bels silsilalorin sayin1 tapin.

pmpurada ne N

n-g@n hansi qigfistindy —— +— +— = baorabarliyi

dogiadur?
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|126.

|127.
|128.

|129.

|130.

|131.

|132.

|133.

Ictimai toskilatin rohbarliyine seckilorde saslorin 65%-ni Tahir, qalanini
iso Ulker qazandi. ©gor Tahir Ulkordan 120 sos ¢ox qazanmissa,
sosvermado neco nofor istirak etmisdir?

(210 + 210+ 210 4 210)13 jfadoasini sadalogdirin.

Aslan evini Garaya 60 000 manata satdi. Goray bu evi tezliklo 10%
bahasina Camala satdi. Camal evi aldig1 qiymatdon 10% ucuz olmagla
yenidon Aslana satdi. Aslanin bu alqi-satqida galiri varmi, varsa, na
qodordir?

100 balliq giymatlondirmo sistemi ilo sinifdoki 30 sagirdin orta naticasi
70 bal olmusdur. Sagirdlordon 5 nafari 20, 25, 25, 30, 40 bal gazanmis vo
kecid balin1 toplaya bilmomisdir. Kegid bali toplayanlarin orta balini
tapin.

xX2+3y2=1va(x—1)>+ (y — 2)> = 4 tonliklori verilmis hor iki ¢evroni
ohato eds bilon {igiincii ¢evranin radiusu on azi no godor olmalidir?

102564 adadinin sonuncu rogomini pozub avvaline yazdiqda alinan
410256 odadi 102564-don 4 dofo boylik olur: 410256 =4 x 102564.
Sonuncu rogami 9 olan els altiroqomli adod tapin ki, bu xassayo malik
olsun.

Hofto arzinds idman zalina golonlarin s
golonlorin sayinin ikigatindag 10
idman zalia 130 nofor golmigho, ¢o
olmusdur?

Ciyolokli va
qutularda 17
11 3pikli sokol
qutu Rarinci

i sokola@lar qirmiz1 vo narinci qutularda satilir. Qurmizi
i, 5 orikli sokolad, narinci qutularda iso 7 ¢iyalokli,
gor Hiiseyn bir qirmiz1 qutu konfet almigsa, nego
et alsa, ¢iyalokli vo orikli sokoladlarin say1 borabor olar?
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|134.

135,

|136.

|137.

|138.

Ohmod uzunlugu 300 metr olan dairovi qagis yolunda 7 km/saat, Elmir
1sa 8 km/saat siiratlo gagir. Onlar eyni vaxtda eyni noqtadon eyni
istigamotdo horokoto baslayirlar.

a) Neco dogigodon sonra onlar yenidon goriisor?

b) Onlar qagmaga davam etsalor, horokoto basladiglart noqtoda
goriisorlormi? ©gor miimkiindiirse, bu goriis ne¢o dogiqodon sonra bag
verar?

A va B ¢evroya toxunma noqtaloridir. Cevronin di-
ametrinin 2,4 sm oldugunu bilorak x-i tapin.

1) 6 cmx12 sm dlgiilii diizbucaqli formali voraq

diaqonal1 boyu qatlandi. Konara ¢ixan hissalor
kasildikdon sonra agildiqda voraq romb formali oldu.
Bu rombun torafinin uzunlugunu tapin.

Toroflorinini uzunlugu 1 vo \2 olan diizbucaqli formali
varaq sokilde gostariliyi kimi, topalarindon birnin qgarst
torafin lizorino diismasi sorti ilo qatlanmisdir. Bu halda J 1

geyd edilon d uzunlugunun qiymatini tapin.

Sokilds zamandan asili
olarag siiratin doyismosinigg® ¢
grafiki verilmisdir. Orta
siiratin 7,52 m/san

oldugunu bilorok ggafik.

. B(t; 7)

Siir

1

Zaman
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1139.

|140.

|141.

|142.

|143.

|144.

Korim uzaq mosafoyo qagisi zamani hava giinosli olduqda saatda 10 km
stiratlo, hava yagish olduqda iso saatda 6 km siiratlo qagir. O, 20 km
mosafoyo qagist 3 saata tamamlamigsa, qagis boyu neco saat yagish
olmusdur?

Sokilds gostorildiyi kimi konveyer hissosinin
3 diskinin morkozlori arasindaki {ifiiqi vo
saquli mosafo 80sm vo 60 sm-dir. Diski ohato
edon kemorin uzunlugunu tapin.

Idman meydancasinin 3 girisi var. Meydangaya golon iki noforin eyni
gapidan daxil olma ehtimalini tapin.

Sokilda gostarilon diizgiin altibucaqlinin hansi hissasi
ronglonmisdir.

Diizgiin ¢oxbucaqlinin 11 tarafi var. Bu ¢oxbucaqglinin nego
diagonal1 var?

Fiqurda paralel pargalar |145. Olgiilori 1x3x2,8 vahid olan
oxla qeyd edilmisdir. )

Sokilds verilonlora gérs b
pargasinin uzunlugunu
tapin.
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|146.

|147.

|148.

1149.

|150.

l151.

|152.

Verilonlora gora x bucaginin doroco dl¢iistihnii tapin. m
A B

O noqtasi gevranin markozidir. -

C

Torbada 10 sar1, 10 qirmizi, 10 mavi sar var. Dilars torbaya baxmadan
tosadiifi bir sar ¢ixarib rofigesine verdi. Dilars torbada qalan sarlardan
daha birini ¢ixarsa, har iki sarin miixtolif rongli olma ehtimali no
godordir?

24x> +25x — 47 _ 53

tonliyi 2 olmagq]la x-i
P —8x—3— = ylax * gla x-in

biitiin qiymatlorindo dogrudur.
a sabitinin qiymatini tapin.

x adadi m vo 9, y adadi 2m va 15, z adadi 3m va 18 adadinin adadi orta
giymatina barabardir. x, y, z adadlorinin adadi orta qiymatini m doyisoni
ilo ifado edin.

Riyaziyyat qiymatlondirma tapsiriglar: 25 sualdan ibaratdir. Hor diiz ca-
vaba 4 bal verilir. Hor sohv cavab movcud bali 1 bal azaldir. Basir biitiin
suallara cavab yazmis vo 35 bal toplamisdir. Basirin nega sohv cavabi
var?

Ix + 6] = |x — 66| tonliyini hall edin.

Ata qizil kiilgoni 3 oglu ara{ bo Qi BoYiik ogluna kﬁlganin% hisso-
sini, ortancil oglung iso i his 1 verdi. Qalan 240 q quzil1 iso kigik

ogluna verdi. eco qtam idi?

. Ogoff@aironin @diusu 5 sm-don 3 sm-o qodor azaldilarsa, onun ¢evrasinin

uzunl ahosi ne¢o faiz azalar?
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|154.
|155.

|156.

|157.

|158.

1159.

|160.

|161.

|162.

ilk 50 natural adadlor ¢oxlugundan 2-nin vo 3-iin misillorini atsaq, nego
elementli coxluq alinar?

Sadolosdirin:
tg x(csc x cos x — sin x €Os X)

Gilinlin miioyyan vaxtinda Sohor meydanindaki heykalin kolgasinin
uzunlugu 12 m olur. Bu zaman koélgonin uc néqtasine heykalini on
hiindiir ndqtesindon ¢okilmis diiz xatlo iifiiqi kdlgs xatti arasinda qalan
bucaq 35° olur. Heykalin hiindiirliiyiinii tapin.

(—3; 4) noqtasi 6 donmo bucaginin son torafi tizorindadir. sinf -nin
qiymatini tapin.

1 + 2 cos x = 0 tonliyinin [0; 27| parcasindaki hallorini tapin.

tg x= %, n<x<37nvgsiny=— %, 37n<y<2ﬂ:oldugunubﬂsr9k

cos(x — y) ifadasinin qiymatini tapin.

AABC-do ZC =90°, LA =32° AC =48 sm olarsa,
CD medianinin uzunlugunu tapin.

Boytik daironin radiusu, kic@d@dairo 1s3ghor
birinin diametri 4 sm-dir. o stiixlonmis

iqdari1 4 il arzinds asagidaki kimi doyisir: Bir-
pvbati iki ilde x % azalir. Tutaq ki, fermada artiq 100
1 edilmisdir. Novboti 4 il miiddatindo ovvalindon sonuna
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|163.

|164.

|165.

|166.

|167.
|168.

|169.

|170.

Uzunlugu 51 sm olan domir detal 2 sm-lik vo 5 sm-lik domir ¢ubuglardan
hazirlanmigdir. Bu zaman avvalco 5 sm-lik, sonra iso 2 sm-lik ¢ubuglar
goyulmusdur. Masolon, 7 dono 5 sm-lik gubuglardan sonra 8 dons 2 sm-
lik gubuglar qoyula bilor. Bunu ne¢o miimkiin variantda etmok miimkiin-
diir?

Ug balqabagq iki-iki olmagla biitiin miimkiin variantlarda torozido ¢okildi.
Naticolor 12 kq, 13, kq, 15 kq kimi olmusdur. Balgabaqlardan an yiingiilii
nega kilogramdir?

Bilik yarigmasinin se¢gmo turunda istirak¢ilara asagidaki mosoloni ii¢
doqiqga arzindos hall etmak tapsirilir. Anar, Boxtiyar vo Foridin yediyi al-
malar bir-birine gors miiqayisali olaraq asagidaki kimidir.

Anar: Boxtiyarin yediyi almalarin yarist qadar, iistogal Foridin yediyi
almalarin ticds biri tistogal bir alma,

Boxtiyar: Foridin yediyi almalarin yarist gqodor tistogal Anarin yediyi
almalarin ticds biri va iistogal iki alma,

Forid: Anarin yediyi almalarin yarisi godar, listogol Boxtiyarin yediyi
almalarin tigdo biri godor {istogal alma yemisdir.

Usaglar birlikdo nec¢o alma yemislor?

200 sagird arasinda aparilan sorgu gostordi ki, onlardan 120 nofari
vanilli, 150 nafari sokoladl1 dondurmani xoslayir, 20 nafor iso heg birini
boyonmir. Onlardan ne¢o nofori hor iki név dondurmani xoslayir?

Sadolosdirin. - 1 2= 1. 132~ 1
32 — 72 112 —

a) 2772 odadinin an byiik sade vurygun

b) Hesablayin 20172 — 201

Elmi tadqigat aparan q da\/yat ilarin orta yas1 40, kompiiter
elmi miitoxasislorin yas1 is935-dir. Qrupda comi 40 nafor varsa,

yinin Rgmpiiter niitoxassislarinin sayina nisbatini

ord hoddi 1, 4, 2 vo 3 kimidir. 5-ci haddandoan
ir hodd 6ziindan avvalki dord haddin comina barabardir.
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l171.

|172.

1173,

|174.

1175,

|176.

|177.

1178.

Cevro uzunlugu 12 sm olan dairo dord borabar
hissoya boliinmiis va sokildo gostarildiyi kimi Sarl

ronglonmisdir. Cevra boyunca isiqli ndqte saat aqrabi ~
istiqgamotinda harokot edir. Is1qli ndqte 100 sm uzun- w ag

lugda qdvs goador horokot etdikdo hansi rongli hissonin
iizorinds olacaq?

A, B adadlori tam adadlordir vo A : B nisbati 2 : 3 kimidir. Ogor A vo B
adadlarinin har birine 100 slavs edilss, onlarin nisbati 3:4 kimi olar. A va
B-nin giymeatlorini tapin.

Ikiragqomli natural adadin roqomlorinin yerini doyissoniz, alinan adod
avvalikindan 20% cox olar. ©vvalki adadi tapin.

Uzunlugu 48 sm olan moftil birinin uzunlugu digorinden 2 dofs ¢ox olan
iki hissoyo ayrildi. Bu moftillorden iki kvadrat diizoldildi. Kvadratlarin
sahalori comini tapin.

Yasay1s montoqasindo aparilan aragdirmalar gostordi ki, burada yasayan
ailolorin 15%-nin avtomobili yoxdur, 60%-nin bir avtomobili, 20%-nin
iki avtomobili, 5%-nin {i¢ avtomobili var. Bu mantoqads 100 ailo
yasayirsa, burada nec¢o avtomobil var?

(—4;0) va (0;3) noqtalorindon kegon vo markazi x — 2y + 11 = 0 diiz xotti
iizorinde yerlogon gevronin tonliyini yazin.

Borabortofli iki ticbucaq veridmisdi
coamina barabar olan tigbuc

10

golo Bilor?
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Umumilssdirici tapsiriglar

1179.

|180.

|181.

|182.

|183.

|184.

ca)a=sin3° b=sin5° c=

. Hocmi 4 sm’gyan sot sahosi

(3;9) va (11;3) ¢evranin diametrinin uc noqtaloridir. Bu ¢evra daxilino
¢okilmis {icbucagin iki topasi bu néqtalerda yerlosir. Ugbucagin {igiincii
topasinin elo koordinatlarini tapin ki, sahasi maksimum olsun.

Oturacagi AC olan barabaryanli ABC iigbucaginda P vo Q noqtalori
uygun olaraq CB vo AB toroflori lizorindadir.
AC =AP=PQ = QB olarsa, B bucaginin daracs dl¢iisiinii tapin.

PT ¢evrays toxunan, PT = BT, L

ZTAB = 76° olarsa, Z/BTA-n1 tapin.

BR___A P
Bahar marafon qagisinda yolun besdos bir hissasini gagmisdir. O, daha 4 km

gacarsa, biitlin moasafonin doérdds bir hissasini gagmis olacag. Qagis yo-
lunun uzunlugu negs kilometrdir?

Tassavviir edin ki, piroq sokildo gostorildiyi kimi
dilimlonmis vo ndmralonmisdir. 1k istodiyiniz dilimi gétiire
bilarsiniz, lakin sonraki dilim yeyilmis dilimin yanindaki
olmalidir. 6 dilim tortu bu clir yemayin ne¢d miimkiin
varianti var?

Hansi ciit ododdir?

a) Iki ciit adodin odadi ortast
b) ki sado adodoin adadi ortasi
¢) Iki tam kvadrat adodin adadi ortasi
¢) Vuruglarindan biri 4 olan iki adodin adodli ort
e) Ug ardicil tam odadin odadi ortast

b) y = sin’x-cos*x funksiyasin

sm?olan diizgiin dérdbucaql
piramidanin Sinin @pasindan qarsidaki yan 1izo qador masafoni

tap,

- [-252] nda verilmis y = 2 —|x| funksiyasinin qrafikinin Ox oxu

otrafindd firlanmasindan alinan fiqurun tam sothinin sahasini tapin
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Umumilsgdirici tapsiriglar

|188.

|197.

|198.

. Sokilds verilonlora goro ABC diizbu-

3 —2sina - cosa - tgo ifadasinin on bdyiik vo an kigik qiymatlorlori-
ni(agor varsa) tapin.

. ctgx-(1 — cosx) = 0 tonliyini holl edin.
- a-nin hansi qiymatlorindo sinx + cosx = \2 - log, a tonliyinin halli var?

. a=5%0 p=330"c=281"5dodlorini miiqayiss edin.

- log,(6!) = a, log,7 = b olarsa, log (8!) = a ifadssini a va b ilv ifads edin.
L (0.3)>3 % boraborsizliyini holl edin,

1 1
. 2:4"—3-2"=2 tonliyini hall edin.

. x>+ 32— 8x =0 tonliyi ilo verilmis ¢evranin radiusunu tapin

caqli ticbucaginin perimetrini tapin.

Sokilda verilonlora gors x bucagini tapr

B C
Torafi 3 vahid.olan kvadrati 9
borabor kvad 0 iir. Strixlonmisg
hissonin saha

A D



CAVABLAR

Coxhadlilor
Soh.  Nel b)Q(y) =2y* +3y+ 15, r=59.¢) Q(x) =—x* +4x — 4, r=13.
8-12. No2 2x3—3x2—20x + 29 Ne3 B(x) =x — 2. Ned a) Q(x) =x? — x, R(x) =-2x - 3;
b) Q(x) =x2 + 4, R(x) =12 Ne5 Q(2) =3 Ne6 €) Q(x) =x*~3x*+ 1,r=0
Ne7 d) Q(m) = m*+ 5m>=3m + 2, r=6 Nell 1) a) r=94.
Nel2d) Q(f)=2F-+t+2,r=-4.Nel3b) c=~-10,5. Nel4 a) ¢ = 57
Nel5k=4voyak=-2. Nel6a)c=11. Nel8 —x+1 Nel9 a)3x—10; b) 2x + 5.
No201,5x2+ 20x +120 goxhadlisi ilo modellagsdirmak olar. Ne21 3x2+ 200x +3000
Soh. Ne2b)k=6;¢c)k=-6 Ne31) f(x) = (x—10)(x—4)(x+2); 4) f(x) = (x+5)(x—3)?
14-21. No4 1) {7% :—4; 2} No5 2)a) 0; b) — 6. Ne6 a) {—1; 2; 3} Ne8 a) x+2 vo x+4
b) x+3 vox+5 Nel0 a){-2;-1;2;5} Nglla){%;f 1;3} b){ %; -2;3}
Nel12 P(x)=2(x+2) (x—1)(x-2) Ne13 x1=-3,x=0,5, x3=1
Nel4 b)xi=x2=x3=1, x4 =x5=4; dorocosi 5-dir. €) x1 =x2=x3=4, x4 =x5=3,
x6 = 1; doracasi 6-dir. Ne15¢){0,5; 3; 5} Nel6 ¢) x1=2; xo= —15; x3= —1+75.
Nel7 b)—f; a)—g; ¢)—h Nel8a){ % ; li\/f}. Nel9 b)x=-2 iki dofo
tokrarlanan kokdiir Ne20 a = -3, x1= -2, x2,3=i\/§ Ne21 1) e) =8i; 2)b) £1; +i.

Ne22 b) Pa(x) = a(x — 2 — 3i)(x — 2 +3i). Ne 23 b) P(x)= (x—2)*- (x> +1), doracasi
4-diir; ¢) P(x)= (x-2)-(x* — 6x + 10), doracasi 3-diir. Ne24 1 milyon sayda
Sah. Nel a) doracasi 3; bag amsali 2; x—+00 oldugda f(x)—+00, x——o0 olduqda
24-25. f(x)— — oo Ne3 a) tok doracali goxhadli; b) bas omsal monfidir
c) xi=—4, x)=—1, x3= 3 Ned 1) — ¢), 2)—Db), 3)—d), 4)—a). Ne6 ¢) 4sm
Ne7 a) on az1 3 doracali; b) an azi 4 doracali; ¢) on az1 4 doracali

Sah. Ne3 a) y= 0 iifiiqi asimptotdur; b) y= 0 iifiiqi asimptotu, x = 1 vo x =—1 saquli
28. asimptotlardir; d) x=—1 saquli asimptot, y= 2x —1 maili asimptotudur.
Ne4 1)—b) ; 2)—c); 3)—a)
Soh. Nel m=1;n=-5 Ne2 A(x) =x>—2x>-9x + 18, B(x) =x + 3,
29. Qx)=x*-5x+6, r=0 Ned b) r1 =r2=0 Ne6 a) Q(x) =3x8, r=20
No7 a) x1=—1, x2,3= 1+\2 b) xi=-2, x2,5= 1 + 2i g8 a) x1=2, x2=5, x3=x4=-2

Ne9 a) P(x) = (x+2)(x+1)% b) P(x) = (x-2) (x x+3)
Fazada vektorlar
Soh.  Ne3 ¢) 8-ci; g) 6-¢c1 Ne6 b)17aNe ; 0) Nel0 a =2 voyaa =38
34-38. Nell 2) x,p,z oxlarina qod 13, V10 vahiddir.

Nel3(0; %; - %) noqtasj, Ne ; ) Ne16A(2; 4; 2), B(4; 0; 4),C(-2; 2; 6).

— — -
Soh. Nel b)RS —5; S| =\227. Ne2 e) [v| =V68. Ne5b)y = 8 olduqda,z = 15
42-45. Ne6 2d-3b

-l
+
&,
bt}
=
z
(98]
o
p—
g
=
»
|
=
|
v
~
=
z
S
o
N
<l
Il
[\)
2

. 3. 1. _\3.3.
Y=t 2= Nol6b) o= (=3; L 2y Ne17b) e= (3,351

o V14 14 14 2
Nel9 ¢) \54. Ne24 b) 97— 5]
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Soh.  Ne2 a)=2753,26; b) —83,14; ¢) 0. Ned b) p - ¢ =23. No5 —12. Ne6 a) 43 Coul.
48-50. - L
Ne7 a) 590,88 Coul. Ne§ a) &= (%;%);b)F= (12;16); ¢) A =F-d = 200 Coul.
Nell c) 0=90°d) 0= 180° Nel2 2) b) k= £ 2. Nel3 a) (6:8) vo ya (~6;-8).

b) k= —7 Nel4 135°. Nel6 a)£ZA = 90°%4B = 64%£C = 26°%
b)£ZB=90°% LA=/C =45°

Soh.  Nel b) 2x — 3y — 18=0. Ne2 b) 2x + y + 1=0. Ne3 b) ~64° vo 116°. Ne4 b) 90°.
52.  Ne5b)0,8;¢)3V2
Soh. Ne3a)7x+y+z—18=0. Neda)6x—4y—5z=0. Ne5a) n=(1; -7, - 18)
56-58. Ne6b)y+ 2z=0.Ne7b)x—6y—z—1=0Ne9 a) x +2y—3z+ 12=0;
b)x+y+ z=0.Nell b) 2 vahid. Nel12 a) 3x +2y+ 5z + 8 =0. Nel3 a) k=8§;
b) k=-2,5 Nel4 60°
Soh. 59-Nel a) x2 + )2 + z=16, b) (x—1)* + (1#2)> + (z—4)*=36. Ne2 (8;0;0), (—4;0;0),
60-(0:3;0), (0:=9;0), (0;0;11), (0;0;=1). Ne3 (x=2)* + (3=3)> + (z+1 )>=24. Ned 17.
Ne6 Sferanin markazi M(—1;8;-5) noqtesindadir. Radiusu 6-dir. A ndqtesindon
sferaya qodor masafo 6 vahiddir. Ne7 (x—3)> + (y—4)* + (z=7)*=49 va ya
(x=3)* + (y—4)* + (z+7)*=49. Nel0 a) (x—2)* + ()+3)> + (z—6)*=36
Soh.  Ne2 a) (2;-3;6); b) (—1;—1;6). Ne3 ¢) (2;-3;1). Ned ¢) (3;2;-1). Ne5 (-1;-8;1)
63.
Soh.  Ne2 V6. NeS c) 25. No6 45°. Ne7 a) (4;0;3) vo ya (5;—1;4). Ne9 a) =19,35N vo
64-65. =14,36 N. Ne12 a) —5; b) 6. Ne14 (x—2)> + (~3)> + (z+1 )2=12. Nel7 C(0;8;4).
Limit
7??,}713 No2 d) 2; €) 3; ) 1. Ne3 ¢)1024sm* Ned 1) a) 7; b) 7; ¢) 7. Ne5 a) —1; ¢) -3.

Soh.  Ne2 1) a) 15;b) 5; ¢) 6; d)% .Ne3 1)-17;2) 1, 5) 7; 6) 5. Ned ¢) 32; d) 2; f) 2.
75-79. Ne5d) 3;e) 1; ) 0. No7 g) 14; 1) —1 Ne8 a) 50 ; b) 50; ¢) 10000
NelO e) 4; f) —%; 22 h)%i) 7. Nell 3)%; 6) —%; 7)% : 8)% ;) 11)%;
12) % .Nel2 1) a) 4; b) 64; c) 64. 3) a) 3; c) 2 Nel4 a) 25 milyon manat; c) talab
edilon vasait sonsuz artir. Nel15 b) 1500; ¢) 1000. Ne16 a) 20; b) 22; ¢) 36; d) 36
e)24; h)24. Nel7 8
Sah. No2 4) x =1 kesilmo ndqtesidir; a) f—1
81-85. da kesilmozdir. b) x = 1 ndqtesinds kasild
dir, lim f{x)=4; 3) x = -2 ngftosindSosi
x—2

No7 2) a) kasilmazdir; b) ko dir

2 noqtesinds kosilon-
olduqgda limiti yoxdur.

Sah.
87.

Sah.
91-92.

- f) —%; £)2.5:h) 0 Ne5 a) lim f{x)=0; lim flx)=2. Nes 30.

a) = 459449; b) 400000.
Sah. 3:3)2; 6)3; 11) 0; 15) 1 Ne6 a) e%; b) eVe ; e)e? ; )e?
95-98.
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Sah. Nl 8)0,5; 11)%; 15) 0 Ne4 a) 1; b) —2; d) 1 Ne7 0 va 2.
99.

Firlanma fiqurlari

Silindr, konus, kiira
Soh.  Nel 4 =6V3 (sm). Ne2 Ihal: h=3sm, d=8sm; II hal: h=4 sm, d=6 sm.
103 Ne3 T hal: R=4,77 sm, II hal: R=3,18 sm

Soh.  Nel a)112w sm?; b)64n sm?; ¢)80m sm?. Ne2 a) 720w sm?. Ne3 a) 108 sm?;
105-107. c) 78m sm?. Ned b) 4 dofa artar. Ne5 R=4 sm, h=14 sm.
Ne6 T hal: Sim =58,2 m?, II hal: Swn=53,7 m2. Ne7 2:3 Ne® =641 sm?.
Ne9 a) =457,06 sm? = 482,19sm> Ne10 a) Syan = 961 sSm?, Siam = 1207 sm?.
Nell =46,3 m?. Nel2 Bir tam dovrds =5,89 m? saha diizlonar.
Nel3 =10,48 sm. Nel4 =1583,4 m2. Nel5 =1514,3 sm>. Nel6 on azi 4 rulon.

Sah. Nel a)100,8°; b)7 sm, 1751 sm?c)24 sm; d) 2247 sm2. Ne2 b)144n sm?;
112-114. ¢)50m m2 N4 a) [ =%N95 b) 540m mm> Ne7 6217 sm2 Ne80,6m m%0,96mm>.

Ne9 a) 84 % m?; b) 90 m? Nel0 127 sm? Nell a)36m; b)24m; ¢)60m; d)54m;

Nel2 11 sm?. Nel3 240°,64w sm?. Nel5 2407 sm?. Nel6 silindra. Nel7=15,81m?.
Nel8 b)25\/§n, 25n(1+\/§). Nel9 62,5 © sm?, 20,25 © sm>

Sah. Nol 1471 m2 Ne2 36 sm2. Ne3 45°, No4 R2. No512 sm?. Ne6 500 sm>.
6. No7 = 0,94 m® Ne8 = 675m sm?

Soh.  Nel b) Syan = 457 sm?, Stam = 907 sm?. Ne2 2267 sm?. Ne3 a)104,51 m?,
118-119. 168,38 m2. Ne4 a)3257 sm?, 650n sm?. Ne5 p = 1,84 manat.
2
No6 Sy = 1007 sz, No7 h= 15 m. No8 Syu= — S0
Soh.  Nel ¢) 64 m? Ne31:16 Ned 64 1 No5 3sm Ne6 3:2 No7 4687w sm?.
122-125. Ne8 1447 sm2. Ne9 1007 sm?, 20% sm vo 80n sm Nel0 a) 647 sm?; b) 128w sm?;
¢) 192n sm?; d) Sum=3wR2. Nell 7sm Nel12 180m sm? Nel3 a) ~7,07m?
Nel4 a) 320w sm?, b) 1 : 5 Nel5 6 sm. Nel6 300msm? Nel7 2807 m2
Nel8 3507 sm? vo ya 11007 sm?. Nel19 91078m? Na20 4 = R(\/gfl)

I 95 ~7,2 [ No6 catar

2. Ne10 a) 1026w sm?.

Soh.  Nela)195m sm?;b) 1157 sm?; ¢)(340+16
126-127. Ne3 a) Stam= nd?+ndl.
Ne7 ¢)6\3 sm?; d)32 Ne8

Slazl; No2 S:S, = 25:16, h 2 Ne3 4sm, 6sm va 6sm, 9sm
Soh. Nel 12s : b) 721 sm? Ne3 a) 660 sm?; ¢) 9t m* Ne5 =31,3m?

129-130.Ne6 ¢)20 Ne8 1447 sm?Ne9 4115 sm? Ne10 507 sm?

anin toramasi
5 ;b) 1;d) 1. Ne3 a) Yarisin qalibi Fazildir. Ned a)l; b) 1%

a)10 m/san Ne7 2) a)20m Ne9 a)l; b)2 Nel10 ¢)=2 Nell a) v(1) =5;
b) v(5)=13;

Sah. 02 1)
135-136.
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Seh. Nel b) f(x)=3x%. Ne2 b) y'=4x, y'=—6x. Ned 1) a) x2, x7; b) x2, x7; €) Xe
140-142. 5y Vo xs. No6 b) k=2; ¢) ~0,5 No7 1) a)y = dx—4: 2) b) y = 12x-16.

Ne9 A—c, B—b, C—a. Nell 1
2Nt+40

No3 d) £ ——_¢) 472 Ned 2 x\/_+l2 x+2 )
Vx )2 \/_e) i ) )2x\/;

Nes d) 2~ 2. Ne6 a)f'(0) = 4, /'(2) = 16; D) '(1) = 1.5, /'(4) =1—56

Soh.  Ne2 d)—12x%; g)—ih)
145-147. x

Neo7 a) x=0, x:i\/Z_olduqda. Ne8 a) (2;+00); b) xe (0;2). N9 3x2—2x—1
Nel0 a=2, b=-2,5. Ne14 a) x1=0, x»=2. b) y=0, y=12x—12, y=0, y=12x-16.
Nel6 k=—6;y + 6x=0. Nel7 y=3x-3 Nel8 k=4; k= — 4

Nel9 y =-2x-3 voyay=6x—11. Ne20 ¢)f (x)=x-2 Ne21 qrafiklor kosigmirlor.
Ne22 2) k=2 b) y = x+2. Ne23 b) ~17san

Soh.  Nel a)4x—3. Ne3 a) y= 11x-6 Ne5 131 Ne6 a) P(x)=(2x>+8x)- (3x? - 4x)
149 Ne7 b) y= =36x+65; ¢) y= —4x—24. Ne8 b) xo=2; c) x1=1,x1= 3
Nel0 a) 90 I; b) saatda 3%] azalacaq.
2+10x 1
Soh.  Nel 3)——; 4)Z . Ne3 a) :b)
150-151. (4‘”2) (x +3)2 (k1) (et 1)2

s 2 , . 2
2)a)y="22 . NS Ne6 T'(2) = —0,96°C. Ne7 a) N'(r) = (3192?0’)2

N41)b)y——x+2

5 X 20
Soh.  Ne2 a)60(4x+1)*; b)24x(3x>—1)>. Ne3 a) ;C) . Ned a)
153-157. oV 1 3 (3-2x)’
Ne5 a) h (x) 18(6x—1)2 ’(xg 18x% Neb6 ¢) f'(=2)=-2. N7 f'(1)=-10.
Ne8 b)xe( ) Ne9 a)( s NelO a)y=0,6x+ 3,2;b)y=x+3

Nol2 2m(2¢ + 1). Nel4 b) =60,4; ~69,52; ~430,64. Ne15 a) S = -4, s1zilan
neftin yayilma sahasi zamanin 4-cii doerocadon qiivvati ilo miitonasibdir.
b) S'= 4z#’, yayilma siiroti zamanin kubu ilgdiiz miitonasibdir.

Soh. ol 5)30x: 9)S . NeaP)4s; 4)
159-160. *
Ne5 a) v(z) = —gt+vo;

a(t)=-g. Ne79
Soh.  Nel e) 2e*(agh); (2+x) c)3 4%2-1n4; d) -3-10>*1n10.
162-163. No3 b =X ¥Ne4 a)2; b)1,5e. No5 a)(—o0;0); b) (1;+00).

2x-3y

09 a) =44,85, ¢) ~6,98. Nel0 ¢) ~0,92; d) hm c'(1)=0,
, maya dayarinin doyismasi yoxdur.

2 3ln X
d)—z— Ne2 a) x-(2lnx+1); ¢) Y 1 p— R—
165-166Y (x=2)(x+1)In3

y=x. Ne6 a)4log,e; b)-2 Ne7 1) (1;+00); 2) b) x =1 olduqda.
No8 b)N'(£)=20¢"* Ne9 b) ~ 0,36 manat. Nel4 a) ~830; ~2066.
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Soh. N2 g) 2xsinx+x’cosx; i) 2xcos2x—2xsin2x. Ne3 a)0; b) —1. Ned d)3; )0.
169-170. 11 1
No5 b) 4cosdx; c) —2sin2x Ne7 5) sin?—y "COs—-. 7)2e*(sin2x + cos2x)

Ne8 b)i 2n +2nk, ke Z; c) (— 1) L 4 e 7. Nella)g—k ,keZ ;b)% +nk, ke Z

c)y=—x +\/73'_+L3Z Nel4 —sin2x, yoni d) bondi. Ne17 a)3sinf — 2cos0.

Soh.
1;1 Ne3 y = 3. Ned £"'(x)= —18x-2. Ne5 a) —101. Ne6 a)l—,b)\/— Ne7 d) 4sin’0cos0.

Ne9 b)=645h

Firlanma fiqurlarimmin hacmi

Soh.  Ne2 a) 450 mm?® Ne3 a)6,4 m Ned 107 kub vahid Ne5 80 7z sm*® Ne6 1007z sm? artar.
173-176. Ne8 4C Ne9 442 1 Ne10 2:1 Nella) 900z m?; b)1897 sm?. Nel2d) 21,37 m?
Nel3 b) 4 uzunluq vahidi Ne14 = 250 manat Nel5 =~ 3,7 kq Nel7 = 21,1 sm?
Nel8c) 15,5 7 m® Ne21~114 odod Ne22 125 sm? Ne23 = 64n sm* No24 ~1,02 m?

Soh. Nea)7mm® b)1& 1 Ne2 2)1807 sm? ) 4m Ne336 7w Ned /= 3y NeS a)864sm?,
178-180.960 sm*> Ne6 16,8 7 sm?> No7 967 sm? Ne8 1287w sm® Ne9 Nel0 = 418 odad
Nell =185,4 sm® Nel2 h =6 sm Nel3 Qabin 80%-i= 151 (?9q1q9y9 bosalar
Nel4 a)96m sm® Nel5148n Nel6 54 sm® Nel8 73 ml Nel9 388 7 sm?
No20) =9,08 manat, ~14,09 manat

Soh.  Ne2 b)3sm. Ne3 R=6sm h=18sm. Ne5 2) a)144m sm?. Ne6 =526,5 m?, =<1485,2m°.
182-184. No7 2)56m sm?, 681 sm3. Ne9 9 1t sm? ; 53—Onsm3. Nel0O 58,51 sm? vo 504w sm?.
Nell 585007 sm?.
550

Nel2 1) 20 50 7 sm?; 2)350 7 sm’. Nel3 a)ﬂns 1) 230 s,

Soh. Ne2a)V,: Vfl 8b)V V,=8:27. N°4a)2 me. Ne5 3sm.
186-188.Ne6 a) 4 dofo; b) 8 dofa ¢) 27 : 64. Ne7 <314 10 m’.

NelOV,:V,=1:8,S,:S,=1:4.Nell

Soh.  Ne3 299,21 m?. N4 =1,173@n. Ne
189-190.

Soh. Nela)f(3)>f

195-196. artir. d) (=es; araliglafinda azalir, [0;4] araliginda artir.

o0) araliglarinin hor birindos artir, [-1;3]

Vo [2; +o0) araliglarinda artir, [-2;2] araliginda azalir.
va 1; b) (— o —%] va [1;+0) araliglarinda

g ;1] araliginda azalir. Ne10 a) A(3) > h(4); b) h(-1) < h(0).
Nell'b) be [-6;6] olduqda.
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Soh.  No5 a) x=0 vo x=2; b)(—o0;2] aralifinda azalir, [2;+c0) araliginda artir

202-204. No6 c)bshran néqtalori x=—1 vo x=2, (—o0;—1] va [2;+00) araliglarinda artir
[-1;2] araliginda azalir, g(—1)=12, g(2)=—15 Ne7 5) x1= -1 va x2=2 bohran
noqtaloridir. Xmax=—1, Xmin= 2, fmax= 13, fmin=4. Ne10 6) x1=—1 va xo=1 bohran
noqtoloridir. Xmin=—1, Xmax= 1, fmin=—4, fmax=4; 9) x1=0 vo x2= 2 bohran
noqtaloridir. Xmin= 0, Xmax= 2, fmic= 0, fimax=4-€7> 10) x=1bdhran noqtssidir.
Xmin= 1, fmin=—1. Nel12 a) £ —+ nk, ke Z; b) — +21tk keZ
Nel3 3)maxf(x) 0, mlnf(x) =-5.9) maxf(x) = , g/unf(x) =1
Nel5 C! (x)—0,9x2710x+28. Nol6 torafi 10 olan kvadratdir.
Nel7a)l;c) — %;d) 4+8+6. Ne18 R=r olduqda.

Nel9 Tinax=102,2 F; Tumin=95,64 F
Soh.  Ne5 a) on ¢oxu iki ekstremum noqtasi ola bilar. b) x1=—3 vo x2= 4 bohran
207-208. ndqteloridir. Xmax= =3, Xmin= 4, foax= 142, fmin=—201, (— 0;-3] va [4;+0)
araliglarinda artir vo, [-3;4] araliginda azalir.
Soh.  Nel 12412 Ne2 Tarafi 15 m olan kvadrat olduqda sahasi an boyiik olar.
211-215. Ne3 8smx8sm Ned Olgiilor 50x100x50 oldugda. Ne5 334 Ne6 a) %mz

Ne7 2 smx6 smx5 sm. Nel0 Qayiqla C ndqtesindon mosafasi 0,75 km olan
D noqtasine galib, oradan piyada B-ya goldikds daha tez ¢atar. Ne12 b) 36 sm?.

Nel5 25043 1t sm’ Nel6 %mﬁ Nel7 r—23b =4

Soh.  Ne5 (—o0;-2) U (0;2). Ne6 x1 = 0,5 voxa = 1. Ne7 y=2x — 1. Ne§ (1;1). Nel2 8 sm
216-217.

inteqral

Soh.  Nel ¢) 6(2x—1)* Ne2 d) F(x) = x°. Ne3 g(x) = 2x+1. Ned b) x? + C; c) x*+C;
220-228 . 4 )
d) tgx + C. Ne5 d)?c2 + C. Ne6 a) §x3 +C;d)ox*+C. Ne7b)—- +C,

4 3
)33 +C, h) 2x+C. No§ b) (7-3x)° + C.

3
ey

Nel2b)x— L+ C; e) X —ox )x %+C.Ngl3e)x—ﬁ+c,(x20)

2
AN 2 4
f) = 7 3t3+2t2+C Nole)3 2—§x3+c.

3

TInfSx+4+ C; Nel9 b) 2In2x-3]+C; ) -2¢™2 +C.

Ne20 Wfe— %ﬂ C;b) 1%‘2—2ln|x|+c. Ne21 b) 2tgx + C; ¢) —6etgx + C.
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No22 c)- 2ctg2x + C. Ne23 a) — cos4 - % cos2x + C; c) ) sin2x + C

Ne24e) _§ cosdx+ Zcost-i- C.N925 a) tgh + C; b) —ctgx —x+ C Ne27 b) \x — 4.

No29 ¢) 4lnx + 1. Ne34 a) x(¢) = 4¢; ¢) x(¢)= £2— 1. Ne35 x(¢) = *— 3t.
Ne36 P(12) = 201722

Sah.
233-235

Soh. N1 4) L; 9)2: 15)1. Ne22) 2. Ne3 ) 6 i D20 Ned 92 . N6 o) I;
238-241 d) e-1. Nel0 =~ 172 min manat. Nel1 575m Nel4 =721 nsfar

Sah.
244-246 el ) 5 ; d)—e. No2 b)6,5; ¢)1,5. Ne3 a)4,5 Ned a) 25 Ne6 a) 40,5;

Ned 1) 2,5; h) 8,5. Ne6 a) 3 ;b) g 1 n78s.

Sah.  Nel ¢) 5.1

N2 )4,5. N3 b) V3 + E. Ned )6, NS ¢) + No6 €)2,5. NeTa) 2
3 6 6 6
249-251. No9 a)l

Soh.  Nol )04 1¢) B No3 1)50m; 5) 7,5m 7) . Nod 807 N6 a) 2 1
255257

Statistika va ehtimal
Soh.  Nel 3) 0=2,24 Ne2 a) —5=2,4; b) —5=5 Ne3 a)x = 550, §=287 Ne6 a) x = 23—5;
264-265. On boyiik forq: 14; 6> = 14,03; o = 3,75 b) On boyiik standart meyl Pirallah1
rayonuna moxsusdur. d) = 393920. Ne8 a) A: an boylik forq 170, x = 272,
= 2578, 8 = 51; B: an boyiik forq 90,x = 227, o> = 800, o0 = 28,3
Soh.  Nel=81,5%. Ne2 a) (66; 78) b) (60; 84) c) (54; 90). Ne6 a) ~ 1710; P=0,16
267-269. o7 1) a) 0,82; b) 0,16; ¢) 0,03. 2) [63;77]. Ne7 a) m =120, 6 = 17,6 Ne9

Comin 7 diisme ehtimali daha yiiksokdir vo % -dir; b) 1l2

Sah.  Ne2 Median Q, =215, Q, = 181, Q, = 231; Minimum qiymati 173; Maksimum
272-273.qiymati 241; Malumatin = 63%-1 , asas hissasi qutuya diisiir. Malumatin
18,2 %-i sol va sag qulpdadir.
Soh. Ne3 1)a) P (A B) = 0,04; b) P (AU B) = 0,51 ¢) P (O%) = 0,55
275.
Soh. Ne2 0,21, Ne3 a) P =5~

Soh. Nel a)(8;-3)b) (1;2) g) (5;2)
285. ﬁ
Soh. Nel a)(8;2)c¢)(4;2)g) (

286.

Soh. Nel a) (2k; —@l- +@7k), (- 2 nk; —m + 2mk), ke Z
288.

o) (4 -+, ke Z
Sah.

eyl ¢)-da on boyitk Ne7 2 vo -2 Ned a) 3 ) —-
289,

Nel9 (—1; 1) No25 4. Ne26 105 m Ne27 6

318



IJdabiyyat

1. Cabr. Darslik. 10-cu sinif. Mordanov M., Yaqubov M. va b.
Casioglu, 2014.

2. Cabr vo analizin baglangici. Darslik. 11-cu sinif. Mordanov M.,
Yaqubov M. vo b. . Casioglu, 2011.

3. Hondoso. Darslik. 9-cu sinif. Mardanov M., Mirzoyev S. vo b
Casioglu, 2011.

4. Hondoasa. Darslik. 10-cu sinif. Mardanov M., Mirzayev S. va b.
Casioglu, 2011.

5. Hoandosa. Darslik. 11-ci sinif. Mardanov M., Mirzayev S. vo b.
Casioglu, 2011.

6. A problem solving approach to Mathematics. Rick Billstein,...
Pearson, 2013.

7. Algebra 1. Edward B. Burger,... Harcourt Publishing Company, 2010.

8. Algebra 2. James E.Schulltz,... Harcourt Education Company, 2004.

9. Pre-Algebra, McDougal Littell. Houghton Mifflin Company, 2005.

10. Discovering Advanced Algebra An Investigative Approach.
Grades 10-12. Jerald Murdock,... Key Curriculum Press. 2010.

11. College and Apprenticeship mathematics.

Pearson Education Canada Inc., 2003.

12. Teometpus. YueOnuk mis 7-11 knaccos. A.B.Iloropenos,

[Tpocsemenue, 1999.
http://www.classzone.com 6
http://www.nctm.org &
%Ls‘
oe
1

https://www.engageny.org/con d-advanced-topics

rec
https://www.edonline.sk.cafweba rriculum-BBLEARN/index.jsp
http://math.kendallhu x52733

https://www.kh demy.ofg/math

319



Buraxilis malumati
RIYAZIYYAT 11

Umumtohsil moktoblorinin 11-ci sinfi iigiin
Riyaziyyat fonni {izro

Darslik

Tartibgi heyat:

Miislliflor: Nayma Mustafa qiz1 Qohromanova
Mohoammad Agahasan oglu Korimov
Ibdiirrohim Forman oglu Quliyev

Moasloahatei: Cingiz Qacar

Ixtisas redaktoru: Ibdiirrahim Quliyev

Dil redaktoru: Asdf Hasonov

Kompiiter tortibatt: Mustafa Qahromanov

Badii tortibati: Leyla Basirova

Azorbaycan Respublikasi Tohsil Nazirliyinin qrif ndmrasi-

© Azarbaycan Respublikas1 TohsilaNazirliyi - 2018

Miiolliflik hiiquglar1 qorunur. Xiisusi icaz 2 osri vo yaxud onun
hor hanst hissasini yenidon cap etdi aq, elektron infor-
masiya vasitalori ilo yayma

Sohifa”say1 320.
iraj:77732. Pulsuz.
Bakl 2018

Radius nogriyyati
Baki sohori, Binogadi sossesi, 53

320



	11 _Riy_Cover.pdf
	1: R 9 D
	Страница 2


